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BAB I 

MATRIKS 
 

Deskripsi Singkat 

Penggunaan matriks dalam fisika mencakup bidang 
yang sangat luas. Hampir semua bagian dari fisika 
menggunakan matriks. Sebagai contoh dalam 
mekanika, dalam membahas momen inersia benda. 
Untuk menganalisa getaran yang ditimbulkan oleh 
rangkaian listrik atau pegas juga digunakan matriks. 
Umtuk tingkat yang lebih tinggi seperti dalam 
mekanika kuantum banyak sekali digunakan matriks. 

 

Capaian Pembelajaran 

 

Mahasiswa mampu menjelaskan tentang aljabar 
matrik, menggunakan simulasi komputer dalam 
menyelesaikan persoalan matrik, serta dapat 
mengaplikasikannya untuk mempelajari pengetahuan 
fisika sesuai dengan perkembangan sains dan 
teknologi. 
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1.1. Definisi dan Notasi 

Dalam kehidupan sehari-hari kita sering 

menjumpai penulisan data-data dalam suatu baris dan 

kolom. Misalnya data penjualan tiket kereta api 

Jakarta-Surabaya pada hari Rabu, 10 Mei 2020. 

 Kereta A Kereta B Kereta C Kereta D 
Kelas 
Ekonomi 

20 25 20 40 

Kelas 
Bisnis 

50 55 20 30 

Kelas 
Eksekutif 

20 20 50 30 

 

Penyusunan angka-angka seperti di atas 

merupakan suatu matriks. Dari sini dapat didefinisikan 

pengertian suatu matriks.  

Matriks merupakan suatu susunan bilangan (real 

maupun kompleks) yang disusun dalam suatu baris 

dan kolom. Larik-larik dari bilangan ini disusun dalam 

suatu kurung siku ([….]).  

Sebagai contoh, untuk matriks penjualan tiket 

kereta api di atas dapat ditulis:  
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















30502020

30205550

40202520

 

untuk contoh lain adalah:  








 −

75

32
, 







 −

121

153
, 



















d

c

b

a

 dan  321  

Anggota tunggal dari susunan matriks disebut 

dengan elemen matriks. Meskipun mendefinisikan 

elemen suatu matriks adalah bilangan, kita dapat 

memperluas elemennya untuk fungsi sebagai contoh 

matriks.  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )







xfxfxf

xfxfxf

654

321  

dimana ( )xf1
 merupakan fungsi dari 𝑥. Jika kita tinjau 

matriks 

















ihg

fed

cba

 maka (𝑎, 𝑏, 𝑐) disebut dengan 
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baris pertama dari matriks. Sedangkan 

















g

d

a

 adalah 

kolom pertama dari matriks tersebut.  

Dalam menyatakan banyaknya elemen suatu 

matriks, kita menggunakan indeks dalam 

penulisannya. Jika sutau matriks memiliki 𝑚 baris dan 

𝑛 kolom, maka kita katakan matriks tersebut memiliki 

orde 𝑚 × 𝑛. Secara umum matriks dapat ditulis:  



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

.

....

.

.

21

22221

12111

 

dengan elemen 
ija dapat berupa bilangan real, 

kompleks maupun fungsi.  

Untuk penyingkatan biasanya ditulis:  

nmijaA


=  

yang berarti matriks A berorde 𝑚× 𝑛 dengan elemen 

𝑖𝑗 ke 𝑗𝑖 adalah 𝑎 𝑖𝑗. Jelas disini bahwa 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dan 

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Jika orde matrik tidak kita tuliskan, seperti 

(𝐴)𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 . Ini menyatakan elemen matriks 𝐴 ke 𝑖𝑗.  
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1.2.  Aljabar Matriks  

Sebelum kita masuk ke penjumlahan dan 

pengurangan matriks, kita lihat dulu kesamaan antara 

dua matriks. Dua buah matriks dikatakan sama jika 

dipenuhi kondisi berikut:  

a. Orde kedua matriks harus sama  

b. Semua elemen terkait harus sama  

Jadi, jika 𝐴 = 𝐵 maka, 𝐴𝑚×𝑛 = 𝐵𝑚×𝑛 dan setiap elemen 

𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 .  

Contoh: Jika matriks 𝐴 = matriks 𝐵, tentukan 𝑋 dan 𝑌 

dimana  










−

+
=

YX

YX
A

2

3
 dan 








=

02

32
B   

dari syarat yang ada maka didapat 𝑋 + 𝑌 = 2, 𝑋 − 𝑌 =

0 sehingga nilai 𝑋 dan 𝑌 didapatkan 𝑋 = 𝑌 = 1  
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1.3. Penjumlahan dan Pengurangan 

Matriks  

Jika kita ingin menjumlahkan dua matriks, maka 

kondisi yang haris dipenuhi adalah orde kedua matriks 

harus sama sedangkan matriks hasil penjumlahannya 

akan sama dengan orde matriks yang dijumlahkan. 

Misalkan A dan B matriks orde 𝑚 × 𝑛 dan C adalah 

hasil 𝐴 + 𝐵 maka C juga memiliki orde 𝑚× 𝑛. Cara 

menjumlahkan kedua matriks adalah dengan 

mnejumlahkan elemen-elemen yang berhubungan:  

𝐶 = 𝐴 + 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛 atau 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗  

begitu juga untuk pengurangan antar dua matriks 

dapat ditulis dengan:  

[𝐴 − 𝐵]𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗  

di dalam penjumlahan matriks ini berlaku hukum 

komutatif 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴.  

Contoh:   

Tentukan hasil penjumlahan matriks A dan B berikut 
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















=

410

231

543

A ,  















 −

=

141

310

121

B  

Penyelesaian:  

















=

















+++

+++

+−+

=+

551

541

624

144110

321301

152413

BA  

 

1.4. Perkalian Matriks dengan Suatu 

Skalar  

Suatu matriks dapat dikalikan dengan suatu 

skalar atau bilangan. Jika A suatu matriks 𝑚 × 𝑛 

dengan elemen ke 𝑖𝑗 adalah 𝑎𝑖𝑗 dan 𝑠 suatu skalar, 

maka perkalian 𝑠 dengan A akan memiliki elemen 𝑠𝑎𝑖𝑗 .  

Contoh soal:  

jika 







=

14

23
A , maka 








=

520

1015
5A  
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1.5. Perkalian Dua Matriks  

Perkalian dua matriks tidaklah sesederhana 

mengalikan dua bilangan. Untuk dapat mengalikan dua 

matriks di perlukan syarat yaitu jumlah kolom matriks 

pertama harus sama dengan jumlah baris matriks 

kedua. Misalkan 𝐴𝑚×𝑛 dan 𝐵𝑘×𝑙 maka matriks A dapat 

dikalikan dengan B jika 𝑛 = 𝑘. Sedangkan orde hasil 

perkalian matriks A dan B adalah 𝑚 × 1.  

𝐶𝑚×1 = 𝐴𝑚×𝑛𝐵𝑘×𝑙 

Untuk menghasilkan elemen matriks C dilakukan 

dengan cara berikut:  

Andaikan 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 dan 𝐴 = [𝑏𝑖𝑗]𝑘×𝑙, maka 

elemen ke 𝑖𝑗 dari perkalian AB adalah jumlah perkalian 

elemen baris 𝑘𝑒 − 𝑖 dari A dengan elemen 𝑘𝑒 − 𝑗 dari 

B. dapat kita tuliskan sebagai berikut:  

Andaikan elemen baris 𝑘𝑒 − 𝑖 dari 𝐴 =

[𝑎𝑖1,  𝑎𝑖2,  𝑎𝑖3,… , 𝑎𝑖𝑛] dan elemen kolom 𝑘𝑒 − 𝑗 dari 
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



















=

nj

j

j

b

b

b

B
.

2

1

 maka elemen 𝑘𝑒 − 𝑖𝑗 dari perkalian AB 

adalah jumlah perkalian elemen-elemen di atas.  

( ) njinjijiij bababaAB +++= ...2211 
=

=
n

k

kjikba
1

  1 ≤ 𝑖 ≤

𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 1 

Contoh soal:  

Carilah perkalian A dan B dengan 𝐴 = [
2 3
4 5
1 2

] dan 𝐵 =

[
2 1
3 4

]  

Penyelesaian: 

Kita lihat bahwa A memiliki orde 3 × 2 dan B berorde 

2 × 2. Jadi syarat untuk mengalikan A dengan B 

terpenuhi, karena jumlah kolom A sama dengan 

jumlah baris B. Untuk mengecek jumlah orde matriks 

perkalian AB dapat ditulis 3 × 2 . 2 × 2 didapat 3 × 2.  
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















=

















++

++

++

=
























=

98

2423

1410

42113221

45143524

43122322

43

12

21

54

32

BA  

adalah matriks dengan orde 3 × 2.  

Dari contoh di atas bagaimana jika kita balik 

yaitu B dikalikan ke A. ternyata jumlah kolom B tidak 

sama dengan jumlah baris A, dengan demikian B tidak 

dapat dikalikan dengan A. jika A dan B suatu matriks 

bujursangkar dimana jumlah baris dan kolom sama, 

maka kita dapat mengalikan A dengan B dan B dengan 

A. Hal ini disebabkan jumlah baris dan kolom kedua 

matriks sama. Walaupun demikian kita harus hati-hati 

bahwa perkalian AB tidak sama dengan BA. Jadi dalam 

perkalian matriks tidak berlaku hukum komutatif.  

Contoh soal:  

Buktikan 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 untuk matriks berikut:  

















−

−

−

=

605

321

973

A dan 

















−

−

=

718

502

396

B  

Penyelesaian: dari perkalian AB didapat:  
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















−

−

−

=

















−

−



















−

−

−

=

573978

81222

3718104

718

502

396

605

321

973

BA  

sebaliknya:  

















−

−

=

















−

−

−



















−

−

=

335812

81231

371812

605

321

973

718

502

396

AB  

Terlihat bahwa 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴  

 

1.6. Komutator  

Jika A dan B matriks orde 𝑛 × 𝑛 maka selisih 

antara perkalian AB dengan BA disebut komutator, 

disimbolkan dengan [𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴  

Untuk kasus khusus didapatkan AB sama dengan BA. 

Jika hal ini terjadi dikatakan A dan B komut satu 

dengan yang lainnya. Untuk A dan B komut maka [𝐴, 𝐵] 

sama dengan nol.  

Pada contoh di atas terlihat A dan B tidak komut, tetapi 

untuk  
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















−−

−−

−−

=

1325

2102

5213

C  komut dengan 

















=

012

111

210

D , (buktikan). 

Jika A komut dengan B dan B komut dengan C 

maka kita tidak boleh mengambil kesimpulan bahwa A 

juga komut dengan C. dalam perkalian matriks berlaku 

hukum asosiatif, yang berarti jika A, B dan C tiga buah 

matriks dimana perkalian AB dan BC dapat dilakukan 

atau didefinisikan, maka akan dipenuhi sifat:  

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶) 

Bukti jika: 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛, 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑛×𝑝 𝑑𝑎𝑛 𝐶 = [𝑐𝑖𝑗]𝑝×𝑞 

maka elemen: 

[(𝐴𝐵)𝐶]𝑖𝑗 =∑(𝐴𝐵)𝑖𝑘(𝐶)𝑗𝑘

𝑃

𝑘=1

 

=∑∑(𝐴)𝑖𝑙(𝐵)𝑙𝑘(𝐶)𝑘𝑗

𝑛

𝑙=1

𝑃

𝑘=1
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=∑∑𝑎𝑖𝑙𝑏𝑙𝑘𝑐𝑘𝑗

𝑛

𝑙=1

𝑃

𝑘=1

 

sedangkan elemen 𝑘𝑒 − 𝑖𝑗 untuk A(BC) adalah:  

[𝐴(𝐵𝐶)]𝑖𝑗 =∑(𝐴)𝑖𝑙(𝐵𝐶)𝑙𝑗

𝑃

𝑘=1

 

=∑(𝐴)𝑖𝑙∑(𝐵)𝑙𝑘(𝐶)𝑘𝑗

𝑛

𝑘=1

𝑃

𝑙=1

 

=∑∑𝑎𝑖𝑙𝑏𝑙𝑘𝑐𝑘𝑗

𝑃

𝑘=1

𝑛

𝑙=1

 

dari sini didapat bahwa  

[(𝐴𝐵)𝐶]𝑖𝑗 = [𝐴(𝐵𝐶)]𝑖𝑗 

Selain sifat-sifat diatas pada perkalian matriks berlaku 

juga hukum distributif  

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 

 

1.7. Matriks-Matriks Khusus  

Dalam bagian ini akan dibahas beberapa matriks 

khusus 
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1.7.1. Matriks Nol  

Suatu matriks 𝑚 × 𝑛 disebut matriks nol dan 

dinyatakan dengan 0𝑚×𝑛 jika semua elemen matriks 

itu nol. Untuk semua matriks A maka operasinya 

dengan matriks nol akan menghasilkan sifat:  

a. 𝐴 + 0 = 𝐴  

b. 𝐴 − 𝐴 = 0  

c. 𝐴0 = 0  

d. 0𝐴 = 𝐴  

Matriks nol dapat dihasilkan dari perkalian dua 

matriks yang tidak nol. Jika A dan B tidak matriks nol 

tetapi AB dapat menghasilkan mastriks nol.  

Contoh: Jika 








−

−
=








=

31

62
,

42

21
BA , jelas 𝐴 ≠ 0 

dan 𝐵 ≠ 0  

Tetapi 







=

00

00
AB   

 

1.7.2. Matriks Identitas  

Salah satu matriks yang sangat penting adalah 

matriks identitas. Matriks identitas merupakan suatu 
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matriks bujur sangkar dengan elemen diagonal 

utamanya 1 (satu) dan elemen yang lain adalah 0 (nol). 

Suatu matriks identitas 𝑛 × 𝑛 diyantakan dengan 

simbol 𝐼𝑛.  

Contoh:  









=

10

01
2I  dan 

















=

100

010

001

3I  

Elemen-elemen dari 𝐼𝑛 dapat juga dinyatakan 

sebagai simbol delta kronecher 𝛿𝑖𝑗 yang didefinisikan 

sebagai:  

𝛿𝑖𝑗 = {
1. . 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 = 𝑗
0. . 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 ≠ 𝑗

 

Sehingga dapat ditulis: 𝐼𝑛 = [𝛿𝑖𝑗]  

Salah satu sifat matriks identitas 𝑛 × 𝑛 adalah dia 

komut dengan matriks apapun yang berorde 𝑛 × 𝑛.  

Jadi: 𝐴𝐼 = 𝐼𝐴  

 

1.7.3. Matriks Konstan  

Jika semua elemen diagonal matriks identitas 

dapat berupa angka selain satu, katakanlah 𝑎 misalnya, 
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maka matriks ini kita sebut matriks konstan atau tetap. 

Matriks konstan dapat ditulis sebagai berikut:  



















=

nna

a

a

A

.00

....

000

000

 atau dalam simbol lain (𝐴)𝑖𝑗 = 𝑎 𝛿𝑖𝑗  

dimana 𝑎 merupakan suatu skalar.  

Dapat kita tuliskan bahwa jika A suatu matriks 

konstan, maka 𝐴 + 𝑎𝐼 dimana 𝐼 merupakan matriks 

identitas.  

 

1.7.4. Matriks Transpose  

Definisi: transpose dari suatu matriks A yang 

berorde 𝑚 × 𝑛 adalah matriks yang berorde 𝑛 ×𝑚.  

Matriks transpose dihasilkan dari pertukaran 

baris dan kolom dari matriks A. Kita nyatakan 

transpose dari 𝐴 adalah 𝐴𝑇. Untuk elemen matriks kita 

dapatkan:  

𝑎𝑇𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗  

Contoh:  
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a.  321=A  maka 

















=

3

2

1
TA   

b. 

















=

43

01

23

B  maka 







=

402

313
TB   

c. 

















=

115

431

021

C  maka 

















=

140

131

511
TC   

Beberapa sifat matriks transpose:  

a. (𝐴𝑇)𝑇 = 𝐴  

b. (𝐴 + 𝐶)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐶𝑇  

c. (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇  

Sifat 𝑎 dan 𝑏 dengan mudah dapat dibuktikan, 

sedangkat sifat 𝑐 dapat dibuktikan bahwa [(𝐴𝐵)𝑇]𝑖𝑗 =

[𝐵𝑇𝐴𝑇]𝑖𝑗 .  

Dari definisi matriks transpose kita dapatkan:  

[(𝐴𝐵)𝑇]𝑖𝑗 = [𝐵
𝑇𝐴𝑇]𝑖𝑗 (dari definisi matriks transpose) 


=

=
n

k

kjikab
1

 (dari definisi 

perkalian matriks) 
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
=

=
n

k

jkkiab
1

 


=

=
n

k

kj
T

ik
T ab

1

 

 ijTT AB=   

Dari transpose suatu matriks kita dapat 

mengenal dua jenis matriks lain yaitu matriks simetri 

dan matriks anti simetri.  

Definisi: jika A suatu matriks 𝑚 × 𝑛 maka jika  

1. 𝐴𝑇 = 𝐴 atau 𝑎𝑗𝑖 = 𝑎𝑖𝑗 maka A disebut 

matriks simetri.  

2. 𝐴𝑇 = −𝐴 atau 𝑎𝑗𝑖 = −𝑎𝑖𝑗  maka A disebut 

matriks anti simetri  

Contoh:  

















=

154

532

421

A  terlihat 𝑎𝑗𝑖 = 𝑎𝑖𝑗 , maka 

A matriks simetri.  
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















−

−

−

=

154

532

421

B  terlihat 𝑎𝑗𝑖 = −𝑎𝑖𝑗, 

maka B matriks anti simetri.  

1.7.5. Matriks Hermitz  

Ingat kembali suatu bilangan kompleks Z dapat 

ditulis sebagai 𝑍 = 𝑎 + 𝑖𝑏. Konjuget dari 𝑍 atau �̅� =

𝑎 − 𝑖𝑏. Jika A suatu matriks kompleks, yang mana 

elemen-elemennya terdiri dari bilangan kompleks. 

Sebagai contoh:  










+−

+
=

ii

i
A

234

32
 

maka A konjugat atau 𝐴̅ adalah 








−+

−
=

ii

i
A

234

32
  

Apabila kita melakukan operasi transpose 

kemudian konjugat terhadap matriks A maka kita 

dapatkan Hermitz konjugat dengan simbol 𝐴𝑇. Dapat 

ditulis cara untuk mendapatkan matriks 𝐴+ untuk A 

suatu matriks Kompleks sebagai berikut:  
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



















=→



















=























=
→





















=

+

mnnn

m

m

mnnn

m

m

T

mnmm

n

n

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

aaa

aaa

aaa

A

aaa

aaa

aaa

A

aaa

aaa

aaa

A

.

....

.

.

.

....

.

.

.

....

.

.

.

....

.

.

21

22212

12111

21

22212

12111

21

22221

11211

21

22221

11211

 

jelas bahwa 𝐴+ = (𝐴̅)𝑇 = (𝐴̅𝑇)  

Suatu matriks kompleks A jika memenuhi 

kondisi:  

a. 𝐴+ = 𝐴 atau �̅�𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 maka A matriks 

disebut matriks Hermitz.  

b. 𝐴+ = −𝐴 atau �̅�𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖 maka A matriks 

disebut matriks anti Hermitz.  

Contoh: buktikan setiap matriks bujursangkar dapat 

ditulis sebagai jumlah matriks Hermitz dan 

matriks anti Hermitz.  

Penyelesaian:  

misalkan A suatu matriks bujursangkar dengan orde 𝑛 

dimana A dapat dituliskan sebagai:  
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𝐴 = 𝐵 + 𝐶 (a) 

dengan B matriks Hermit dan C matrik anti Hermit. 

Dari persamaan (a) dapat di tulis elemen 𝑘𝑒 − 𝑖𝑗 nya 

adalah:  

𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 + 𝑐𝑖𝑗 (b) 

jika kita ambil Hermit konjuget dari persamaan (a) 

didapat:  

𝐴+ = (𝐵 + 𝐶)+   

= 𝐵+ + 𝐶+ atau 

= 𝐵 − 𝐶 

(c) 

dengan elemen 𝑘𝑒 − 𝑖𝑗 adalah:  

�̅�𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 − 𝑐𝑖𝑗 (d) 

dari penjumlahan dan pengurangan (b) dan (c) 

didapat:  

𝑏𝑖𝑗 =
(𝑎𝑖𝑗+𝑎𝑗𝑖̅̅ ̅̅ )

2
 dan 𝑐𝑖𝑗 =

(𝑎𝑖𝑗−𝑎𝑗𝑖̅̅ ̅̅ )

2
 (e) 

sekarang akan kita lihat apakah B Hermit dan C anti 

Hermit.  

Jika diambil konjuget dari persamaan (c) akan didapat:  

�̅�𝑖𝑗 =
(�̅�𝑖𝑗+𝑎𝑗𝑖)

2
= 𝑏𝑖𝑗 dan 𝑐�̅�𝑗 =

(�̅�𝑖𝑗−𝑎𝑗𝑖)

2
=

−
(𝑎𝑗𝑖−𝑎𝑖𝑗̅̅ ̅̅ )

2
= −𝑐𝑗𝑖  
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Jadi terbukti bahwa B matriks Hermit dan C anti 

Hermit.  

 

1.7.6. Matriks dengan Elemen-Elemen 

Polinominal/Suku Banyak  

Misalkan suatu matriks dengan orde 𝑚× 𝑛 

adalah  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

















=

xfxfxf

xfxfxf

xfxfxf

A

mnmm

n

n

.

....

.

.

21

22221

11211

 

Dimana 𝑓𝑖𝑗(𝑥) adalah sutau polinominal 𝑥 derajat 

𝑝. Dapat kita tuliskan bahwa:  

𝐴 = 𝐵0 + 𝐵1𝑥 + 𝐵2𝑥
2 +⋯+ 𝐵𝑝𝑥

𝑝 

Dengan 𝐵𝑘(0 < 𝑘 ≤ 𝑝) adalah matriks 𝑚 × 𝑛.  

Contoh: misalkan:  

















+−++−−

−+−

+−+−+−−+

=

84661032

474639

1532235123

23232

23

2323

xxxxxxx

xxxx

xxxxxxx

A   

Maka dapat dituliskan  
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32

610

009

203

462

700

350

013

460

532

8010

043

121

xxxA















 −

+

















−

+

















−

−

−−

+

















−

−

−

=   

 

1.8. Suplemen: Operasi Matrik menggunakan 

Matlab 

MATLAB (MATrix LABoratory) adalah bahasa 

tingkat tinggi dan interaktif yang memungkinkan 

untuk melakukan komputasi secara intensif. MATLAB 

telah berkembang menjadi sebuah environment 

pemrograman yang canggih yang berisi fungsi-fungsi 

build in untuk melakukan pengelolahan sinyal, aljabar 

linear dan kalkulasi matematis lainnya. 

Setelah melakukan instalasi MATLAB pada PC, 

perhatikan icon MATLAB pada tampilan desktop 

kemudian “doubleclick” pada icon tersebut. 

Selanjutnya akan muncul tampilan seperti pada 

gambar berikut ini. 
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Pada command window, semua perintah matlab 

dituliskan dan diekskusi. Kita dapat menuliskan 

perintah perhitungan sederhana, memanggil fungsi, 

mencari informasi tentang sebuah fungsi dengan 

aturan penulisannya (help), demo program, dan 

sebagainya. Setiap penulisan perintah selalu diawali 

dengan prompt ‘>>’. 

Beberapa fungsi yang dapat dipakai dalam Matlab 

untuk menyelesaikan beberapa masalah aljabar matrik 

adalah 

Operator numerik dan matrik 

>> ± : penjumlahan dan penguragan 

>> *, ^ : perkalian dan perpangkatan 
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>> /, \ : pembagian kanan untuk 

bilangan dan pembagian kiri  untuk 

matrik dan vektor 

>> ‘ : transpose vektor atau matrik 

     OPERATOR array 

>> ± : penjumlahan dan penguragan 

>> .*,. ^ : perkalian dan perpangkatan 

>> ./, .\ : pembagian kanan untuk 

bilangan dan pembagian kiri untuk 

matrik dan vektor 

>> ‘ : transpose vektor atau matrik 

Penambahan titik dalam operator array 

disebabkan adanya operasi sederetan  bilangan dalam 

waktu yang bersamaan. Contoh array x = 0:0.1:10 

Terdapat 3 jenis format data di MATLAB yaitu 

skalar, vektor dan matriks. 

¯    Skalar, ialah suatu bilangan tunggal 

¯     Vektor, ialah sekelompok bilangan yang tersusun 

1-dimensi. Dalam MATLAB biasanya disajikan 

sebagai vektor-baris atau vektor-kolom 

¯  Matriks, ialah sekelompok bilangan yang tersusun 
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dalam segi-empat 2-dimensi. Di dalam 

MATLAB, matriks didefinisikan dengan 

jumlah baris dan kolomnya.   Di MATLAB 

terdapat pula matriks berdimensi 3, 4, atau 

lebih, namun dalam buku ini kita batasi 

hingga 2-dimensi saja. 

 

Sebenarnya, semua data bisa dinyatakan sebagai 

matriks. Skalar bisa dianggap sebagai matriks satu 

baris – satu kolom (matriks 1×1), dan vektor bisa 

dianggap sebagai matriks 1-dimensi: satu baris – n 

kolom, atau n baris – 1 kolom (matriks 1×n atau n×1). 

Semua perhitungan di MATLAB dilakukan dengan 

matriks, sehingga disebut MATrix LABoratory. 

Matriks didefinisikan dengan kurung siku ([ ]) 

dan biasanya dituliskan baris-per-baris. Tanda koma 

(,) digunakan untuk memisahkan kolom, dan titik- 

koma (;) untuk memisahkan baris. Kita juga bisa 

menggunakan spasi untuk memisahkan kolom dan 

menekan Enter ke baris baru untuk memisahkan baris. 

Untuk jelasnya mari kita praktekkan contoh berikut 
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ini. 

>> A=[0 1;2 3]; 

>> B=[4 5;6 7]; 

 

 

>> Jumlah=A+B, 

Selisih=A-B, 

Tambah50=A+50 Jumlah 

= 

4 6 

8 10 

 

Selisih = 

-4 

 

 

-4 

-4 -4 

Tambah50 =  

50 51 

52 53 

 

Selain itu, perkalian juga bisa dilakukan antara matriks 

dengan skalar. 
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Kita akan lanjutkan contoh sebelumnya. 

>> A,B 

A= 

0 1 

2 3 

B = 

4 5 

6 7 

 

 

>> MultAB=A*B, MultBA=B*A MultAB = 

 

MultAB = 6 

    26 

MultBA =  10 

      14  

 

1.9. Latihan  

1. Jika 

















=

54

21

32

A  dan 

















=

33

12

01

B , hitunglah 

2𝐴,−3𝐵, 𝐴 − 2𝐵, 3𝐴 + 4𝐵  
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2. Misalkan 

















−=

















−

−

=






 −
=

2

1

1

,

264

215

312

,
413

211
CBA  dan 

 122 −=D   

Hitunglah jika memungkinkan 

𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐷𝐶,𝐷𝐵, 𝐴𝐷 dan 𝐶𝐷.  

3. Diketahui matriks Spin Pauli 










−
=







 −
=








=

10

01
,

0

0
,

01

10
321 

i

i
.  

Buktikan bahwa 𝜎1𝜎2 = 𝑖𝜎3, 𝜎2𝜎3 = 𝑖𝜎1, 𝜎3𝜎1 =

𝑖𝜎2.  

4. Jika 






 −
=








=

01

10

2

1
,

0

0

2

1
21 A

i

i
A  dan 










−
=

i

i
A

0

0

2

1
3  

Buktikan [𝐴1, 𝐴2] = 𝐴3, [𝐴2, 𝐴3] = 𝐴1, [𝐴3, 𝐴1] =

𝐴2  

5. Jika A, B, dan C matriks orde 𝑚 ×𝑚, buktikan 

identitas Jacobi:  

[𝐴, [𝐵, 𝐶]] + [𝐵, [𝐶, 𝐴]] + [𝐶, [𝐴, 𝐵]] = 0.  
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BAB II 

PENYELESAIAN SISTEM 
PERSAMAAN LINIER 

 

Deskripsi Singkat 

Dalam beberapa persoalan kita sering dihadapkan 
pada beberapa masalah yang melibatkan beberapa 
persamaan. Untuk mendapatkan dimana atau pada 
hal mana persaaan tersebut berlaku, kita harus 
mencari penyelesaian persamaan tersebut, yang 
dikenal dengan penyelesaian sistem persamaan 
linier. 

Capaian Pembelajaran 

Mahasiswa mampu mencari penyelesaian system 
persamaan linier dengan metode eliminasi Gauss, 
eliminasi Gauss-Jordan, dan matrik invers serta 
dapat mengaplikasikannya untuk mempelajari 
pengetahuan fisika sesuai dengan perkembangan 
sains dan teknologi. 
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2.1. Terminology dan Notasi 

Sebuah garis dalam ruang 𝑥𝑦𝑧 dapat dinyatakan 

dengan persamaan: 

𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 = 𝑏 

Persamaan semacam ini kita namakan 

persamaan linier dengan variabel 𝑥, 𝑦, 𝑑𝑎𝑛 𝑧. Lebih 

umum persamaan ini dapat ditulis 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏 

Dengan 𝑎𝑖 adalah suatu konstanta. Variabel 𝑥𝑖 

pada persmaan diatas tidak boleh berupa fungsi 

trigonometri, logaritma, fungsi eksponensial, maupun 

pangkat perkalian dua fungsi. Persamaan-persamaan 

berikut bukan merupakan persamaan linier: 

2𝑥 + 3𝑦2 = 5 

𝑥 − sin 𝑦 = 0 
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𝑥𝑦 + 𝑦 = 7 

Penyelesaian persamaan linier 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 +

𝑎3𝑥3 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏 merupakan urutan bilangan 

𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠∞ sehingga jika kita substitusikan 𝑥1 = 𝑠1 , 

𝑥2 = 𝑠2 , ..., 𝑥∞ = 𝑠∞ akan memenuhi persmaan 

tersebut. Himpunan semua Penyelesaian persamaan 

ini kita sebut himpunan Penyelesaian. 

Contoh:  Carilah himpunan Penyelesaian persamaan: 

i). 4𝑥 − 3𝑦 = 1 

ii). 𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 = 5 

Penyelesaian: Untuk mencari Penyelesaian 

persamaan tersebut kita menetapkan 

dahulu sebarng nilai untuk salah satu 

dari variabel persamaan. Misalnya untuk 

persamaan (i) kita ambil 𝑦 = 𝑠 maka 

didapatkan: 

𝑦 = 𝑠    𝑥 =

1+3𝑠

4
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Jika kita ambil 𝑠 = 1 maka didapatkan 

𝑦 = 1 dan 𝑥 = 1. 

Untuk persamaan (ii) kita tetapkan 

terlebih dahulu nilai 𝑥3 dan 𝑥2. Misalkan 

𝑥3 = 𝑠 dan 𝑥2 = 𝑡 maka didapatkan 𝑥1 =

5 − 𝑡 + 3𝑠 

Jika persaman linier yang kita miliki lebih dari 

satu, katakanlah m, maka dikatakan kita memiliki 

sistem persamaan liner. Secara umum sistem 

persamaan linier (SPL) dapat dituliskan dalam bentuk: 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1 

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2 

. 

. 

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚 

Dengan koefisien sistem 𝑎𝑖𝑗 dan sistem tetapan 

skalar 𝑏𝑗 . Jika 𝑏𝑗 = 0 untuk semua j maka sistem 

persamaan dikatakan homogen dan sebaliknya 

dikatakan tidak homogen. Dalam sistem persamaaan 

linier ada beberapa pertanyaan yang muncul yaitu: 
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1. Apakah sistem mempunyai Penyelesaian. 

2. Jika (1) jawbannya ya, berapa banyak 

Penyelesaiannya.  

3. Bagaimana menentukan seluruh 

Penyelesaiannya.  

Untuk itu ada beberapa kemungkinan dalam 

Penyelesaian sistem persamaan linier: 

a. Tidak ada Penyelesaian. 

b. Ada suatu Penyelesaian. 

c. Memiliki Penyelesaian tak hingga. 

Jika kita tinjau tiga persamaan bidang itu adalah: 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 = 𝑏1 

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 = 𝑏2 

𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 = 𝑏3 

Kemingkinandari ketiga bidang itu adalah: 

1. Ketiga bidang tidak berpotong.  

2. Ketiga bidang berpotong pada satu titik.  

3. Ketiga bidang berpotongan pada satu garis. 
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Kasus pertama berhubungan dengan tidak 

adanya Penyelesaian. Untuk ini berarti ketiga bidang 

pararel 

  

Bidang sejajar Tidak berpotongan 
antara ketiga bidang 

  

Bidang-bidang 
berpotongan pada satu 

titik 

Bidang-bidang 
berpotongan pada satu 

garis 

Gambar 2.1. Interprestasi geometri dari Penyelesaian system 
tiga persamaan linier dengan tiga variabel  

 

Contoh: carilah Penyelesaian sistem persamaan: 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 2 
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2𝑥1 + 8𝑥2 + 𝑥3 = 13 

 Penyelesaian: jika persamaan (1) dijumlah dengan 

persamaan (2) didapat: 

3𝑥1 + 9𝑥2 = 15 atau 𝑥1 + 3𝑥2 = 5 

Misalkan 𝑥2 = 𝑠 maka didapat 𝑥1 = 5 −

3𝑠 masukkan 𝑥1 dan 𝑥2 ke dalam salah 

satu persamaan, didapatkan: 

𝑥3 = −3 + 2𝑠 

Himpunan Penyelesaian sistem 

persamaan adalah (5 − 3𝑠, 𝑠, −3 + 2𝑠). 

Untuk suatu sistem persamaan linier: 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1 

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2 

. 

. 

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚 

dapat ditulis dalam bentuk perkalian matrik 
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[

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

. 𝑎1𝑛

. 𝑎2𝑛. .
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

 . .
. 𝑎𝑚𝑛

] [

𝑥1
𝑥2.
𝑥𝑛

] = [

𝑏1
𝑏2.
𝑏𝑛

] 

Lebih singkat ditulis dengan notasi 𝐴𝑥 = 𝑏 

dengan 𝐴 matriks koefisien, x matriks variabel dan b 

matriks hasil.  

Jika matrik koefisien A kita gabung atau diperluas 

dengan matriks hasil, maka matriks ini kita sebut 

dengan matriks yang diperbesar atau matriks 

Augmented. 

Augmented 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

. 𝑎1𝑛

. 𝑎2𝑛. .
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

 . .
. 𝑎𝑚𝑛

 

 
  
 
| 

𝑏1
𝑏2.
𝑏𝑛

] 

 

2.2. Operasi Baris Elementer 

2.5.1. Operasi Baris Elementer 

Langkah pertama untuk mendapatkan 

Penyelesaian sistem persamaan linier adalah tanpa 

mengubah sistem persamaan.  
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Contoh: misalkan kita memiliki persamaan berikut: 

1. 𝑥 + 𝑥 + 𝑥3 = 2 

2. 2𝑥 − 5𝑥 + 3𝑥3 = 6 

3. 4𝑥 + 6𝑥 − 7𝑥3 = 8 

jika kita tukar persamaan (1) dengan (2) kita dapatkan  

2𝑥 − 5𝑥 + 3𝑥3 = 6 

𝑥 + 𝑥 + 𝑥3 = 2 

4𝑥 + 6𝑥 − 7𝑥3 = 8 

jelas ini akan memiliki Penyelesaian sama dengan 

sistem persamaan asal begitu juga jika persamaan (2) 

dikalikan 10, didapatkan: 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 2 

20𝑥3 − 50𝑥2 + 30𝑥3 = 60 

4𝑥1 + 6𝑥2 − 7𝑥3 = 8 

juga akan memiliki Penyelesaian sama dengan sistem 

persamaan asal. 
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Dapat disimpulkan bahwa operasi yang berikut 

ini tidak akan mengubah nilai Penyelesaian sistem 

persamaan, yaitu: 

1. Perkalian satu persamaan dengan suatu 

bilangan. 

2. Pertukaran antara dua persamaan. 

3. Penjumlahan antara dua persamaan.  

Ketiga operasi di atas akan mendasari pencarian 

Penyelesaian sistem persamaan linier dengan operasi 

baris.  

Simbol –simbol yang digunakan dalam operasi 

baris dapat berupa: 

1. 𝐵1 + 𝐵2 , yang berarti tambahkan baris kedua 

pada baris pertama. 

2. 𝐵1 + 2𝐵2, yang berarti tambahkan 2 kali baris 

kedua pada baris pertama. 

3. 𝐵1 ↔ 𝐵2, tukarkan baris pertama dengan baris 

kedua.  
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Langkah untuk mendapatkan Penyelesaian 

sistem persamaan linier adalah 

1. Susunlah sistem persamaan linier tersebut dalam 

bentuk matriks.  

2. Bentuklah matriks Augmented dari matriks 

koefisien dengan matriks hasil. 

3. Lakukanlah pertukaran, perkalian baris dengan 

suatu bilangan maupun menjumlahkan antar dua 

baris. 

4. Operasikan baris dihentikan jika matriks 

koefisien telah menjadi matriks segitiga atas.  

5. Untuk mendapatkan semua nilai variabel 

persamaan lakukan substitusi balik. 

2.5.1. Elimansi Gauss dan Eliminasi Gauss-Jordan  

Untuk mencari penyelesaian sistem persamaan 

linier dengan menggunakan eliminasi Gauss tidak lain 

adalah melakukan langkah yang telah ditetapkan 

diatas sebagai berikut: 

Contoh: carilah Penyelesaian sistem persamaan 

berikut: 
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3𝑥1 − 2𝑥 + 2𝑥3 = 9 

𝑥 − 2𝑥 + 𝑥3 = 5 

2𝑥 − 𝑥 − 2𝑥3 = 1 

Penyelesaian: pertama kita bentuk matriks 

Augmented dari matriks koefisien.  

[
3 −2
1 −2
2 −1

 
  2   9
  1   5
−2 −1

]  

Langkah 1: 𝐵1 ↔ 𝐵2 [
3 −2
1 −2
2 −1

 
  2   9
  1   5
−2 −1

] 

Langkah 2: 
𝐵2 − 3𝐵1
𝐵3 − 2𝐵1

[
1 −2
0 4
0 3

 
  1   5
 −1  −6
− 4 −11

] 

Langkah 3:  𝐵2 − 𝐵3 [
1 −2
0 1
0 3

 
  1   5
  3   5
−4 −11

] 

Langkah 3: 𝐵3 −

3𝐵2 [
1 −2
0 1
0 0

 
  1   5
  3   5
−13 −26

] 
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Dari baris ke tiga didapatkan −13𝑥3 = −26 atau 

𝑥3 = 2 . dengan melakukan sustitusi balik ke baris ke 

dua dan satu didapatkan 𝑥1 = 1 dan 𝑥2 = −2. Jadi 

himpunan Penyelesaian persamaan adalah 𝑃 =

{(1, −2,2)}.  

Proses yang dilakukan diatas disebut dengan 

Eliminasi Gauss. 

jika langkah ke 4 dilanjutkan dengan: 

Langkah 5: 
𝐵3: (−3)
𝐵1 + 2𝐵2

[
1 0
0 1
0 0

 
 7   15
  3   5
 1   2

] 

Langkah 6: 
𝐵1 − 7𝐵3
𝐵2 − 3𝐵3

[
1 0
0 1
0 0

 
 0    1
 0  −1
 1    2

] 

Sampai dengan langkah ke 6 ini operasi yang kita 

lakukan disebut dengan Eliminasi Gauss-Jordan. Dari 

bagian berikut kita dapatkan gambaran tentang 

eliminasi Gauss dan Gauss-Jordan. 

1. Eliminasi Gauss 
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Matriks Augmented A 
𝑂𝑝𝑒𝑟𝑎𝑠𝑖 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 

→
 matriks 

segi tiga atas Augmented A.  

2. Eliminasi Gauss-Jordan  

Matriks Augmented A 
𝑂𝑝𝑒𝑟𝑎𝑠𝑖 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 

→
 Matriks 

Satuan I. 

 

2.3. Sistem Persamaan Linier Homogen 

Dalam beberapa hal kita ingin mendapatkan 

solusi dari sistem persamaan linier dengan matriks 

hasilnya nol. Ingat kembali sistem persamaan linier 

dapat kita tulis dalam bentuk 𝐴𝑥 = 𝑏. Jika 𝑏 = 0, maka 

kita akan memiliki sistem persamaan linier yang 

homogen, 𝐴𝑥 = 0. Salah satu keistimiwaan SPL 

homogen adalah selalu konsisten. SPL ini memiliki dua 

kemungkinan Penyelesaiannya yaitu: 

a. Semua Penyelesaiannya bernilai nol. 

Penyelesaian ini disebut Trivial (Trivial Solution) 

b. Memiliki Penyelesaian tak hingga banyaknya.  
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Contoh: tentukan Penyelesaian dari: 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 0 

2𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 0 

𝑥1 + 3𝑥2 − 4𝑥3 = 0 

Penyelesaian: kita lakukan dengan Operasi baris atau 

Eliminasi Gauss: 

[
1
2
1
    
 1
3
3

−1
−1
4
|
0
0
0
]
𝐵2 − 2𝐵1
𝐵3 − 𝐵1

[
1
0
0
  
1
1
2
 
−1
1
5
|
0
0
0
] 𝐵3 − 2𝐵2 

[
1
0
0
    
 1
1
0

−1
1
3
|
0
0
0
]
𝐵3
3
[
1
0
0
  
1
1
0
 
−1
1
1
|
0
0
0
] 

Dari matriks terakhir kita dapatkan nilai 𝑥1 =

0, 𝑥2 = 0, 𝑑𝑎𝑛 𝑥3 = 0. Hal ini berarti sistem persamaan 

yang diberikan memiliki Penyelesaian yang trivial.  

Contoh: tentukan Penyelesaian dari: 

𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0 

2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 = 0 

3𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑥4 = 0 
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Penyelesaian: dari sistem persamaan yang ada kita 

lihat jumlah variabel yang tidak 

diketahui lebih banyak dari jumlah 

persamaan. Hal ini akan memberikan 

Penyelesaian yang tak trivial. Untuk 

pemecahnnya kita mulai dari matriks 

Augmented: 

[
1
2
3
  
−1
−1
−1
  
3
1
−1
 
1
2
3
|
0
0
0
]
𝐵2 − 2𝐵1
𝐵3 − 3𝐵1

[
1
0
0
  
−1
1
2
  
3
−5
−10

 
1
0
0
|
0
0
0
] 

𝐵1 + 𝐵2
𝐵3 − 2𝐵2

[
1
0
0
  
0
1
0
  
−2
−5
0
 
1
0
0
|
0
0
0
] 

kita dapatkan dari matriks Augmented 

terakhir adalah sistem persamaan: 

𝑥1 − 2𝑥3 + 𝑥4 = 0 

𝑥2 − 5𝑥3 = 0 

kita ambil 𝑥4 = 5, 𝑥3 = 𝑡 , maka didapat 

nilai variabel baru 𝑥1 = 2𝑡, 𝑥2 = 5𝑡. Jadi 
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himpunan penyelesaian persamaan 

adalah {(2𝑡 − 𝑠, 5𝑡, 𝑡, 𝑠)}.  

 

2.4. Matriks Invers 

Misalkan A dan B suatu matriks bujursangkar 

𝑛 × 𝑛, jika 𝐴𝐵 = 𝐼𝑛 dengan 𝐼𝑛 matriks satuan, maka B 

disebut Invers dari A dan dinyatakan dengan 𝐴−1 . Jadi: 

𝐴𝐴−1 = 𝐼𝑛 

Salah satu sifat matriks invers adalah komut 

dengan nmatriks asalnya𝐴−1𝐴 = 𝐴𝐴−1. Jadi: [𝐴𝐴−1 =

0]. 

Perhatikan bahwa 𝐴−1 tidak berarti 1/𝐴. Suatu 

matriks bujursangkar yang memiliki invers disebut 

matriks non singular, sedangkan jika A inversnya tidak 

ada dikatakan matriks singular. 
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Contoh: buktikan bahwa 𝐴 = [
1
2
1
 
−1
−3
−1
  
2
3
1
] dan 𝐵 =

[
0
1
1
 
−1
−1
0
 
3
1
−1
] adalah matriks inversnya 

Penyelesaian: dengan perkalian kita dapatkan  

𝐴𝐵 = [
1
2
1
 
−1
−3
−1
 
2
3
1
] [
0
1
1
 
−1
−1
0
 
3
1
−1
] =  [

1
0
0
 
0
1
0
 
0
0
1
] 

 

𝐵𝐴 = [
0
1
1
 
−1
−1
0
 
3
1
−1
] [
1
2
1
 
−1
−3
−1
 
2
3
1
] =  [

1
0
0
 
0
1
0
 
0
0
1
] 

Berarti A adalah invers dari B atau B adalah invers 

dari A. 

Beberapa sifat matriks invers, jika A dan B 

matriks non singular, maka: 

1. AB adalah non singular dan (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 

2. 𝐴−1 adalah matriks non singular dan (𝐴−1)−1 =

𝐴 
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3. 𝐴𝑇 adalah non singular dan (𝐴𝑇)−1 = (𝐴−1)𝑇 

4. 𝐴𝑇 adalah non singular dan (𝐴−1)𝑇𝐴𝑇 =

(𝐴𝐴−1)𝑇 = 𝐼𝑇 = 𝐼 

5. Jika 𝐴𝑇 = 𝐴−1 maka A disebut Matriks ortogonal 

2.4.1. Penggunaan matriks invers dalam 

menyelesaikan SPL 

Adanya matriks invers akan lebih memudahkan 

kita dalam menyelesaikan SPL, jika kita memiliki SPL 

yang jumlah persamaannya sama dengan jumlah 

variabel yang tidak diketahui, maka invers dari 

matriks A dapat dihitung.  

dari SPL: 𝐴𝑥 = 𝑏 

Jika A memiliki invers (non singular), maka jika 

kita kalikan 𝐴−1 ke persamaan (*) dari kiri kita akan 

dapatkan: 𝐴−1𝐴𝑥 = 𝐴−1𝑏 

𝐼𝑥 = 𝐴−1𝑏 

𝑥 = 𝐴−1𝑏 
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Perlu diperhatikan, pengalian matriks invers 

pada persamaan SPL tidak boleh dari kanan karena 

syarat pengalian dua matriks tidak akan dipenuhi. 

Contoh: misalkan 𝐴𝑛𝑥𝑛 dengan invers 𝐴𝑛𝑥𝑛
−1  matriks 

𝑥𝑛𝑥1 dan 𝑏𝑛𝑥1 maka jika kita lakukan pengalian 

dari kanan kita dapatkan:  

 

Contoh: suatu SPL Ax =b dengan 𝐴 = [
1
2
1
 
−1
−3
−1
 
2
3
1
] dan 

𝑏 = [
3
1
1
] Carilah penyelesaiannya. 

Penyelesaian: dari contoh sebelumnya didapat 𝐴−1 =

[
0
1
1
 
−1
−1
0
 
3
1
−1
]  

dengan mengalikan 𝐴−1 pada persamaan 

𝐴𝑥 = 𝑏 dari kiri didapat 
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𝑋 = 𝐴−1𝑏 = [
0
1
1
 
−1
−1
0
 
3
1
−1
] [
3
1
1
] =

[
2
3
2
]  

Berarti himpunan pemecahnya adalah 

𝑃 = {(2, 3, 2)}. 

2.4.2. Mencari invers dengan Eliminasi Gauss-

Jordan 

Misalkan A suatu matriks bujursangkar, maka 

dengan menggunakan teknik eliminasi Gauss-jordan, 

kita akan dapatkan matriks invers dari A. Skema 

proses pencarian itu sebagai berikut: 

1. Buatlah matriks A yang diperluas dengan matriks 

satuannya. 

2. Lakukan operasi eliminasi Gauss-Jordan sampai 

kedudukan matriks A semula menjadi matriks 

satuan dan tempat kedudukan matriks 𝐼 semula 

adalah invers yang dicari. 
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[𝐴 𝐼𝑛]   
𝐸𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑎𝑠𝑖 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→             [𝐼𝑛 𝐴

−1] 

Contoh: carilah invers 𝐴 = [
1
0
3
 
1
1
5
 
3
2
−1
] dengan teknik 

eliminasi Gauss-Jordan. 

Penyelesaian: 

[
1
0
3
 
1
1
5
 
3
2
−1
|  
1
0
0
 
0
1
0
 
0
0
1
] 𝑅3−3𝑅1 [

1
0
0
 
1
1
2
  
3
2
−10

 |
1
0
−3
 
0
1
0
 
0
0
1
] 

𝑅1 − 𝑅3
𝑅3 − 2𝑅2

[
1
0
0
 
0
1
0
 
1
2
−14

 |
1
0
−3
 
−1
1
−2
 
0
0
1
] 𝑅3: −1/4 

[
1
0
0
 
0
1
0
 
1
2
1
|
1
0

3/14
 
−1
1
1/7

 
0
0

−1/14
]
𝑅1 − 𝑅3
𝑅2 − 2𝑅3

 

[
1
0
0
 
0
1
0
 
1
0
1
|

11/14
−3/7
3/14

 

−8/7
5/7
1/7

 

1/14
1/7
−1/14

] 

Maka, 𝐴−1 =
1

14
[
11
−6
3
 
−16
10
2
 
1
2
−1
] 
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2.5. Suplemen: Penerapan Gauss Jordan 

dengan Matlab 

Contoh:  

Terdapat 3 bahan Q, R dan S untuk menghasilkan suatu 

larutan kimia. Q, R dan S harus dilarutkan dalam air 

secara terpisah sebelum dicampur. Misalkan Q berisi 

1,4 g/cm3 dicampur dengan R 3,5 g/cm3 dan S 5.5 

g/cm3 membuat larutan kimia 25,05 g. Bila 

perbandingan Q, R dan S dalam larutan berubah 

menjadi 2,4, 4,2 dan 2,6 g/cm3, maka 22,65 g larutan 

kimia dihasilkan. Bila perbandingannya 3,7, 4,5 dan 4,2 

g/cm3, maka larutan kimia yang dihasilkan 27,54 g. 

Berapa volume (cm3) larutan berisi A, B dan C? 

 

Dari contoh tersebut, dapat dibuat persamaan 

liniernya menjadi 

1,4𝑥 + 3,5𝑦 + 5,5𝑧 = 25,05 

2,4𝑥 + 4,2𝑦 + 2,6𝑧 = 22,65 

3,7𝑥 + 4,5𝑦 + 4,2𝑧 = 27,54 

Augmented matrix sistem ini adalah 
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[
1.4 3.5 5.5 25.05
2.4 4.2 2.6 22.65
3.7 4.5 4.2 27.54

] 

 

dengan menggunakan program Matlab, maka 

dilakukan 

>> A=[1.4,3.5,5.5;2.4,4.2,2.6;3.7,4.5,4.2]  

A = 

1.4000 3.5000 5.5000 

2.4000 4.2000 2.6000 

3.7000 4.5000 4.2000 

>> b=[25.05;22.65;27.54] 

b = 25.0500 

22.6500 

27.5400 

 

>> x=Gauss_Jordan(A,b) 

 n = 

3 

m = 

 3 

x = 

0.4715 
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3.9241 

1.9374 

 

Jadi volume A = 0.4715 g, B = 3.9241 g dan C = 1.9374 
g 

 

2.6. Latihan  

Untuk soal nomer. 1-3 carilah Penyelesaian SPL 

dengan menggunakan Eliminasi Gauss 

1.  3𝑥1 − 𝑥2 = 1 

2𝑥1 + 𝑥2 + 5𝑥3 = 4 

7𝑥1 − 5𝑥2 − 8𝑥3 = −3 

2 𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = 1 

2𝑥1 + 4𝑥2 − 2𝑥3 + 2𝑥4 = 2 

5𝑥1 + 10𝑥2 − 5𝑥3 + 5𝑥4 = 5 

3 2𝑥1 − 4𝑥2 + 6𝑥3 = 0 

3𝑥1 − 6𝑥2 + 9𝑥3 = 0 

𝑥1 − 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0 

5𝑥1 − 10𝑥2 + 15𝑥3 = 0 
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Untuk soal 4 dan 5 gunakan 𝐴−1 untuk mendapatkan 

Penyelesaiannya 

4.  𝑥1 + 3𝑥2 = 1 

2𝑥1 + 5𝑥2 = 3 

5. 3𝑥1 + 4𝑥2 + 5𝑥3 = 1 

2𝑥1 + 10𝑥2 + 𝑥3 = 1 

4𝑥1 + 𝑥2 + 8𝑥3 = 1 

𝑥1 + 3𝑥2 = 1 
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BAB III 

DETERMINAN 
 

Deskripsi Singkat 

Determinan memegang peranan yang sangat 
penting dalam teori persamaan diferensial linier 
maupun sistem linier persamaan diferensial. Selain 
itu aplikasi determinan juga digunakan dalam 
geometri koordinat dan teori fungsi. Untuk 
memahami penngertian determinan kita mulai dari 
masalah permuatasi. 

 

Capaian Pembelajaran 

Setelah mempelajari bahasan ini diharapkan 
mahasiswa dapat memahami konsep determinan, 
menentukan minor dan kofaktor suatu matriks 
bujursangkar, mendapatkan matriks invers dengan 
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determinan, serta dapat memahami aplikasi 
determinan dalam berbagai masalah.  

 

3.1. Permutasi  

Misalkan kita memiliki beberapa bilangan 

posistif 1, 2, ..., n, banyaknya susunan bilangan tersebut 

katakanlah (𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑛) disebut permutasi.  

Contoh: bilangan 1, 2, 3 akan memiliki 6 permutasi 

yang berbeda yaitu (1,2,3), (1,3,2), (2,3,1), 

(2,1,3), (3,1,2), (3,2,1).  

Sebuah invers (invertion) terjadi dalam 

permutasi iika sebuah bilangan bulat yang lebih besar 

mendahului bilangan yang terkecil. Cara memperoleh 

banyaknya invers dalam permutasi adalah dengan cara 

membawa bilangan terkecil ke depan bilangan yang 

besar dan ini kita nyatakan dengan 𝑁(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑛).  

Contoh: permuatasi (1,3,2,4,5), kita lihat bahwa dalam 

permutasi ini ada sebuah bilangan kecil di 

belakang bilangan yang besar yaitu bilangan 

2 di belakang 3. Untuk menyusun permutasi 
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ini menjadi (1,2,3,4,5) diperlukan satu 

langkah. Jadi N(1,2,3,4,5)= 1.  

Contoh: hitunglah banyaknya invers permutasi 

(6,1,3,4,5,2) 

Penyelesaian:  

1.     Untuk membawa 1 ke depan ada 1 langkah  

2. Untuk membawa 2 ke depan ada 4 langkah 

3. Untuk membawa 3 ke depan ada 1 langkah 

4. Untuk membawa 4 ke depan ada 1 langkah 

5. Untuk membawa 5 ke depan ada 1 langkah 

Jadi, N(6,1,3,4,5,2) = 1 + 4 + 1 + 1 + 1 = 8 langkah 

Suatu permutasi paritasnya dikatakan genap jika 

jumlah inversnya bilangan genap dan ganjil jika jumlah 

inversnya bilangan ganjil. Untuk permutasi genap 

diberi tanda positif satu dan untuk permutasi ganjil 

diberi tanda minus satu. 

𝜎(𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁)

= {
1, 𝑗𝑖𝑘𝑎 (𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁) 𝑏𝑒𝑟𝑝𝑎𝑟𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

−1 , 𝑗𝑖𝑘𝑎 (𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁)𝑏𝑒𝑟𝑝𝑎𝑟𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
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dimana 𝜎(𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁) tanda permutasi, 

dapat diungkapkan dengan menggunakan  

𝑁(𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁) atau 𝜎(𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁) =

(−1)𝑁(𝑃1 ,𝑃2,𝑃3,…,𝑃𝑁) 

Contoh: 𝜎(𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁) = (−1)
1 = −1 

𝜎(𝑃1 , 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑁) = (−1)
8 = 1 

 

3.2. Definisi Determinan 

Untuk melihat definisi dari determinan kita 

struktur Penyelesaian 𝑛 × 𝑛 SPL dalam beberapa 

kasus.  

Kasus 1: Untuk n=1 dengan sistem 𝑎11𝑥1 = 𝑏1 dengan 

𝐴 = 𝑎11 

Maka didapatkan 𝑥1 =
𝑏1

𝑎11
 sehingga determinan 1 × 1 

adalah det(𝐴) =𝑎11 

Kasus 2:  
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Untuk n=2 dengan SPL: 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 = 𝑏1 dan 

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 = 𝑏2 dengan 𝐴 = [
𝑎11
𝑎21
 
𝑎12
𝑎22
]  yang 

memiliki Penyelesaian  𝑥1 =
𝑎11𝑏1+𝑎12𝑏2

𝑎11𝑎22+𝑎12𝑎21
 dan 𝑥2 =

𝑎11𝑏2+𝑎21𝑏1

𝑎11𝑎22+𝑎12𝑎21
 memberikan determinan 2 × 2 adalah 

det(𝐴) =𝑎11𝑎22 + 𝑎12𝑎21 

Setiap determinan mengandung n! Perkalian. 

Tiap perkalian mengandung satu elemen dari tiap 

baris dan satu elemen dari tiap kolom pada matriks 

koefisien. Selain itu tiap suku juga mengandung tanda 

positif dan negatif.  

Contoh: untuk 𝐴 = [

𝑎11
𝑎21
𝑎31
  

𝑎12
𝑎22
𝑎32
  

𝑎13
𝑎23
𝑎33
]  

det(𝐴) = ( 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎32𝑎21) −

(𝑎11𝑎23𝑎32 + 𝑎12𝑎21𝑎33 + 𝑎13𝑎22𝑎31)  

Definisi: misalkan [𝐴 = 𝑎𝑖𝑗] matriks n x n maka 

determinan didefinisikan dengan 

 Det(𝐴) = ∑𝜎(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑛)𝑎1𝑝1𝑎2𝑝2𝑎3𝑝3…𝑎𝑛𝑝𝑛  
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Dimana jumlahnya adalah n! Permutasi 

(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, … , 𝑃𝑛) yang berbeda. 

Contoh: menentukan determinan berdasarkan 

definisi untuk 

𝐴 = [

𝑎11
𝑎21
𝑎31
  

𝑎12
𝑎22
𝑎32
  

𝑎13
𝑎23
𝑎33
]  

berarti det(𝐴) = 𝜎(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)𝑎1𝑝1𝑎2𝑝2𝑎3𝑝3 

permutasi dari bilangan 1,2,3 adalah (1,2,3), (1,3,2), 

(2,3,1), (2,1,3), (3,1,2), (3,2,1). terlihat jumlah 

permutasinya 3! =6. 

Determinan dari 𝐴 = [   

 
 
 
] dapat disimbolkan 

dengan det (𝐴) = |   

 
 
 
|, untuk det(𝐴) = |

𝑎11
𝑎21
  
𝑎12
𝑎22
| =

𝑎11𝑎22 + 𝑎12𝑎21 

paritas determinannya adalah:  

𝜎(1,2,3) = +1
𝜎(2,3,1) = +1
𝜎(3,1,2) = +1

  
𝜎(1,3,2) = −1
𝜎(2,1,3) = −1
𝜎(3,2,1) = −1
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jadi, det(𝐴) = |

𝑎11
𝑎21
𝑎31
  

𝑎12
𝑎22
𝑎32
  

𝑎13
𝑎23
𝑎33
| 

= 𝜎(1,2,3)𝑎11𝑎22𝑎33 +

𝜎(2,3,1)𝑎12𝑎23𝑎31 +

𝜎(3,1,2)𝑎13𝑎21𝑎32 +

𝜎(1,3,2)𝑎11𝑎23𝑎32 +

𝜎(2,1,3)𝑎12𝑎21𝑎33 + 𝜎(3,2,1)𝑎13𝑎22𝑎31  

= 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 −

𝑎11𝑎23𝑎32 − 𝑎12𝑎21𝑎33 − 𝑎13𝑎22𝑎31  

3.3. Minor dan Kofaktor 

Determinan diatas dapat ditulis dengan  

det(𝐴) = 𝑎11(𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32) − 𝑎12(𝑎21𝑎33

− 𝑎23𝑎31) + 𝑎13(𝑎21𝑎32 − 𝑎22𝑎31) 

Suku–suku dalam tanda kurung dapat lagi kita 

tulis dengan determinan untuk matriks 2 × 2 

det(𝐴) = 𝑎11 |
𝑎22
𝑎32
  
𝑎23
𝑎33
| + 𝑎12(−1) |

𝑎21
𝑎31
  
𝑎23
𝑎33
|

+ 𝑎13 |
𝑎21
𝑎31
  
𝑎22
𝑎32
| 
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Tiap suku determinan diatas disebut dengan 

minor ada elemen di depannya. Minor dari elemen ke 

ij disimbolkan dengan 𝑀𝑖𝑗 . Dari hal diatas didapat: 

𝑀11 adalah |
𝑎22
𝑎32
  
𝑎23
𝑎33
| dan 𝑀12 adalah 

|
𝑎21
𝑎31
  
𝑎23
𝑎33
| 

Jadi terlihat 𝑀𝑖𝑗 artinya adalah determinan dari 

matriks dengan elemen yang tidak termasuk baris ke i 

dan kolom ke j. Dalam menghitung determinan diatas 

kita juga melibatkan tanda positif dan negative untuk 

jumlah dari perkalian elemen dengan minor yang 

terkait. 

Jika kita gabung tanda positif dan negatif dengan 

minor, kita akan dapatkan apa yang disebut Kofaktor 

(C). Kita lihat untuk elemen 𝑎11 didapat tanda positif 

dan untuk elemen 𝑎12 tanda negatif. Dapat dituliskan 

untuk elemen 𝑎𝑖𝑗 tandanya adalah (−1)𝑖+𝑗dan 

kofaktor dari elemen ke ij adalah                                                                    

𝐶𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗  
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Berdasarkan hal ini dapat kita kembangkan 

bahwa determinan ini dapat ditulis sebagai jumlah 

perkalian suatu baris atau kolom dengan kofaktornya.  

det(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1   

Dengan 𝑎𝑖𝑗  adalah elemen suatu baris atau 

kolom. Sebagai contoh kita ambil matriks berikut: 

 𝐴 = [

𝑎11
𝑎21
𝑎31
  

𝑎12
𝑎22
𝑎32
  

𝑎13
𝑎23
𝑎33
] 

determinannya dapat ditulis: 

det(𝐴) = 𝑎11 |
𝑎22
𝑎32
  
𝑎23
𝑎33
| + 𝑎12(−1) |

𝑎21
𝑎31
  
𝑎23
𝑎33
| +

𝑎13 |
𝑎21
𝑎31
  
𝑎22
𝑎32
|  

yang diambil disini adalah elemen baris pertama, 

tetapi tidak dilarang untuk mengambil elemen baris 

atau kolom lain.  

Contoh: hitunglah determinan dari 𝐴 = [

0
5
6
1

  

1
0
0
0

  

3
3
1
3

  

4
0
2
0

] 
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Penyelesaian:  

kita gunakan kolom kedua, perhitungan 

det(𝐴) = −1 |
5
6
1
  
3
1
3
  
0
2
0
|   → gunakan kolom ketiga 

= −1(−2) |
5
1
  
3
3
| = 2(15 − 3) = 24  

 

3.4. Sifat –sifat Determinan  

Dengan mengetahui sifat-sifat determinan kita 

dapat menghitung determinan untuk matriks yang 

lebih besar. Beberapa sifat yang diberikan adalah: 

1. Jika suatu baris atau kolom dari matriks 

ditukarkan, maka determinannya menjadi negativ. 

Contoh: 𝐴 = |
2
3
 
1
2
| , det(𝐴) = 4 − 3 = 1  

Jika 𝐵1 ↔ 𝐵2 didapat 𝐴1 = [
3 2
2 1

], det(𝐴1) = 3 −

4 = 1 
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Atau 𝐾1 ↔ 𝐾2 didapatkan 𝐴1 = [
1 2
2 3

], det(𝐴1) =

3 − 4 = 1 

2. Jika suatu baris atau kolom dari matriks dikalikan 

dengan suatu bilangan k, maka determinannya 

menjadi k dikali determinan semula. 

Contoh: 𝐴 = [
2 1
3 2

], det(𝐴) = 1, 𝐵1 × 5 maka 

𝐴1 = [
10 5
3 2

] 

dengan det(𝐴1) = 20 − 15 = 5 𝑎𝑡𝑎𝑢 5 det (𝐴) 

3. Jika elemen suatu baris atau kolom identik dengan 

elemen baris atau kolom lain, determinannya 

sama dengan nol.  

Contoh: 𝐴 = [
1
4
2
  
2
5
4
  
3
2
6
] kita lihat baris ketiga 

kelipatan 2 baris pertama 

det(𝐴) = 1(5.6 − 2.4) − 2(4.6 − 2.2) −

3(4.4 − 2,5) = 0  
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4. Determinan tidak akan berubah jika elemen satu 

baris atau kolom ditambah atau dikurangkan 

dengan kelipatan kolom atau baris lain.  

Contoh: |
2 1
3 2

|𝐾1 + 𝐾2 |
3 1
5 2

| = 3.2 − 5 = 1 

Atau 𝐵2 − 𝐵1 |
2 1
1 1

| = 2 − 1 = 1 

5. Jika elemen satu kolom atau baris hanya satu yang 

tidak nol, maka determinannya dengan elemen 

tersebut dikalikan kofaktornya. 

Contoh: det(𝐴) = |
5 3 0
5 1 0
10 17 5

|  𝑚𝑎𝑘𝑎 det(𝐴) =

+5 |
5 3
5 1

| = 5(5 − 15) = −50  

6. Untuk matriks segitiga atas atau bawah, maka 

determinannya adalah perkalian elemen diagonal 

utamanya 

det(𝐴) = ∏ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1  𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 ղ𝑎𝑖𝑗 =

𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, … , 𝑎𝑛𝑛  
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Contoh: det(𝐴) = |

7 8
0 1

9 10
0 8

0 0
0 0

−1 10
0 2

| =

7.1(−1)(2) = −14 

7. Jika elemen satu baris atau satu kolom dari 

matriks, maka determinannya adalah nol. 

8. Determinan perkalian dua matriks sama dengan 

determinan perkalian kedua matriks tersebut 

det(𝐴𝐵) = det(𝐴) . det(𝐵) 

Berdasarkan sifat-sifat determinan diatas kita 

dapat menghitung determinan suatu matriks tanpa 

menggunakan permutasi, tetapi kita gunakan noperasi 

baris atau kolom. 

Contoh: carilah determinan dari |

2 −1
1 −2

3 7
4 3

3 4
2 −2

2 −1
8 −4

| 

Penyelesaian: 

|

2 −1
1 −2

3 7
4 3

3 4
2 −2

2 −1
8 −4

|
𝐵1 ↔ 𝐵2
𝐵4: 2

 |

1 −2
2 −1

4 3
3 7

3 4
1 −1

2 −1
4 −2

| 

𝐵2 − 2𝐵1
𝐵3 − 3𝐵1
𝐵4 − 𝐵1
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-2|

1 −2
0 3

4 3
−5 1

0 10
0 1

−10 −10
0 −5

| 
𝐵2 ↔ 𝐵4
𝐵3: 10

−

2(−10) |

1 −2
0 1

4 3
0 −5

0 1
0 3

−1 −1
−5 1

|  

𝐵3 − 𝐵2
𝐵4 − 3𝐵2

|

1 −2
0 1

4 3
0 −5

0 0
0 0

−1 4
−5 16

|𝐵4 −

5𝐵3 20 |

1 −2
0 1

4 3
0 −5

0 0
0 0

−1 4
0 −4

|  

𝑚𝑎𝑘𝑎 det(𝐴) = 20(1.1)(−1)(−4)) = 80  

 

3.5. Determinan dan Matriks Invers 

Sebelum kita masuk kepada mencari invers 

matrik dengan menggunakan determinan, terlebih 

dahulu kita perlu mengenal matriks adjoint. 

Definisi: matriks adjoint adalah matriks transpose dari 

matriks kofaktor dan ini dinyatakan adj(A). 
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Contoh: tentukan adj(A) jika 𝐴 = [
2 0 −3
−1 5 4
3 −2 0

] 

Penyelesaian: dari matriks A diperoleh Kofaktornya 

𝐶11 = 8 𝐶12 = 12 𝐶13 = −13
𝐶21 = 6 𝐶22 = 9 𝐶23 = 4
𝐶31 = 15 𝐶32 = −5 𝐶33 = 10

  

Kita bentuk kofaktor dari A menjadi 𝐶 =

[
−8 12 −13
6 9 4
15 −5 10

] 

dan 𝑎𝑑𝑗(𝐴) = 𝐶𝑇 = [
8 6 15
12 9 −5
−13 4 10

] 

Jika A bukan matriks singular, maka invers A 

dapat dicari dengan cara menggunakan determinan 

dan 𝐶𝑇 dimana 𝐴−1 =
1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴) =

1

det (𝐴)
𝐶𝑇 

Contoh: carilah invers dari matriks 𝐴 =

[
2 0 −3
−1 5 4
3 −2 0

] 
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Penyelesaian: Pada Penyelesaian sebelumnya kita 

dapatkan 𝐶𝑇 =

[
8 6 15
12 9 −5
−13 4 10

] dandet(𝐴) = 55 

Sehingga, 𝐴−1 =
1

55
[
8 6 15
12 9 −5
−13 4 10

] 

3.6. Aturan Cramer 

Untuk menyelesaikan sistem linear dengan n 

persamaan dan n faktor yang tidak diketahui dengan 

cara  menentukan determinan matriks diperbesar 

dari sistem persamaan linear tersebut terlebih dahulu 

kemudian dicari nilai n faktor masing-masing. Aturan 

Cramer memenuhi ketentuan sebagai berikut: 

▪ Bila Ax = b, det(A) ≠ 0, maka sistem 

mempunyai solusi  unik, di mana: 

𝑥1 =
det (𝐴1)

det 𝐴
; 𝑥2 =

det (𝐴2)

det 𝐴
; 𝑥𝑛 =

det (𝐴𝑛)

det 𝐴
 

▪ Aj matriks yang diperoleh dengan mengganti 

entri-entri pada kolom ke-j dari A dengan 
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entri matriks 

𝑏 = [

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑛

] 

 Contoh : 2x1 + x2 = 7 

x1 + 2x2 = 3 

det 𝐴 = |
2 1
1 2

| = 3 

  

det 𝐴1 = |
7 1
3 2

| = 11 

det 𝐴2 = |
2 7
1 3

| = −1 

𝑥1 =
11

3
;   𝑥2 =

−1

3
 

3.7. Suplemen: Menghitung Determinan 

dengan menggunakan Matlab 

Tentukan determinan dari matrik Q  

𝑄 = (

3 3 0 5
2 2 0 −2
4 1 −3 0
2 10 3 2

) 
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Kita dapat mengunakan MATLAB untuk mendapatkan 
solusi  secara cepat: 
 

 

Penyelesaian SPL menurut aturan Cramer dapat 

menggunakan MATLAB. Dalam MATLAB tidak ada 

function khusus menyelesaikan SPL dengan aturan 

Cramer, sehingga dapat kita buat sendiri dengan file 

berekstensi .m, kita sebut aja cramer.m, adapun 

listing programnya sebagai  berikut: 

>> Q=[3 3 0 5;2 2 0 -2;4 1 -3 0;2 10 3 2]; 

>> det(Q) ans = 

-240 
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Contoh:  Selesaikan SPL berikut dengan 
menggunakan       aturan Cramer 

2x1 + x2 = 7 

x1 + 2x2 = 3 

Untuk menyelesaikan SPL ini, harus dibuat dulu 

matriks  A dan b nya, sesuai aturan Cramer Ax = b. 

function x = cramer(A, b) 

 

% cramer Solve the system Ax=b. 

% The matrix A is square and invertible. 

% 

% x = cramer(A, b) solves the square system Ax = 

b. 

 

[m, n] = size(A); 

if m ~= n 

error('Matrix is not square.') 

end 

if det(A) == 0 

error('Matrix is singular.') 

end 

for j = 1:n 

B = A; 

B(:, j) = b; 

x(j) = det(B) / det(A); 

end 

x = x'; 
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Kemudian kita panggil function yang telah kita buat 

 

 

 
Jadi dari hasil MATLAB, untuk nilai 
 

 𝑥1 = 3.6667 =
11

3
  

             𝑥2 = −0.3333 =
−1

3
 

 
 

Latihan  
 
1. Carilah banyaknya invers dari {1,2,3,4,5} 

2. Carilah determinan berikut 

>> x=cramer(A,b) 

x = 

3.6667 

-0.3333 

>> A=[2 1;1 2] 

A = 

2 1 

1 2 

>> b=[7;3] 

b =  

 7 

 3 
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a).[
8 2 −1
−3 4 −6
1 7 2

]  b). [
𝑘 −3 9
2 4 𝑘 = 1
1 𝑘2 3

] c). 

[
1 −2 7
3 5 1
4 3 8

] 

dengan menggunakan permutasi dan sifat 

determinan. 

3. Carilah invers dari 

a). [
2 6 −1
3 5 1
2 0 1

]    b). [

1 0
3 −2

2 −1
1 4

2 1
1 −3

6 2
4 0

]  

4. Carilah nilai x,y,z untuk matriks 𝐴 = [
1 𝑥 𝑦
−𝑥 0 𝑧
−𝑦 −𝑧 0

] 

jika A tidak matriks singular. 
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BAB IV 

VEKTOR DALAM KOORDINAT 
TIGA DIMENSI 

 

Deskripsi Singkat 

Pada bagian ini akan kita bahas mengenai perkalian 

vektor, operator vektor, diadik yang merupakan 

bagian yang sangat banyak digunakan dalam bidang 

fisika. 

 

Capaian Pembelajaran 

Mahasiswa diharapkan dapat menghitung perkalian 

skalar dua vektor, vektor dari dua vektor, mengerti 

penggunaan vektor dalam berbagai persoalan pada 

fisika, gradien dari suatu medan skalar, divergensi dari 

suatu medan vektor, rotasi dari medan vektor, serta 

peserta didik dapat mengerti penggunaan vektor 

dalam berbagai persoalan pada fisika salah satunya 

momen inersia.  
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4.1. Aljabar Vektor dalam Tiga Dimensi  

4.2.1. Definisi dan Perkalian Skalar  

Suatu vektor dalam ruang tiga dimensi kartesian dapat 

dinyatakan sebagai himpunan tiga bilangan yang teratur yang 

disebut dengan komponen-komponen vektor, misalnya 

�⃗�(𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧).  

 

Gambar 4.1. komponen vektor dalam ruang 

Besar atau panjang �⃗� dinyatakan dengan |�⃗�| =

√𝑣𝑥2 + 𝑣𝑦2 + 𝑣𝑧2. Jika kita memiliki dua vektor, misalnya �⃗� =

(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧) dan �⃗⃗� = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧), maka untuk menjumlahkannya 

dilakukan dengan cara menjumlahkan masing-masing 

komponennya:  

�⃗� + �⃗⃗� = 𝑣𝑥 + 𝑢𝑥, 𝑣𝑦 + 𝑢𝑦, 𝑣𝑧 + 𝑢𝑧   

 

 



79 
 

Perkalian skalar  

Perkalian skalar dari dua vektor �⃗⃗� dan �⃗� didefinisikan 

sebagai:  �⃗⃗� ∙ �⃗� = |�⃗⃗�||�⃗�| cos 𝜃 dengan 𝜃 adalah sudut antara �⃗⃗� dan 

�⃗�  

 

Jika kita gunakan komponen-komponen dalam ruang xyz 

untuk vektor ini, �⃗⃗� = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) dan �⃗� = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧) kita akan 

dapatkan:  

�⃗⃗� ∙ �⃗� = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) ∙ (𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧)  

 = (𝑣𝑥 + 𝑢𝑥, 𝑣𝑦 + 𝑢𝑦 , 𝑣𝑧 + 𝑢𝑧) = ∑ 𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑗
𝑖=1   

Hal ini disebabkan komponen-komponen yang tidak searah 

seperti 𝑢𝑥 dan 𝑣𝑦 adalah saling tegak lurus (𝜃 = 90°) sehingga 

dapat ditulis:  

�⃗⃗� ∙ �⃗� = ∑ 𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑗
𝑖=1 = |�⃗⃗�||�⃗�| cos 𝜃  

Misalkan kita memiliki dua vektor �⃗⃗� dan �⃗� yang tidak nol, 

maka jika �⃗⃗� ∙ �⃗� = 0 hal ini berarti kedua vektor saling tegak lurus 

atau disebut Ortogonal.  
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Berdasarkan perkalian skalar kita dapat mendefinisikan 

besar suatu vektor tidak lain perkalian titik vektor itu sendiri.  

|�⃗�|2 = �⃗� ∙ �⃗� = �⃗�𝑥
2 + �⃗�𝑦

2 + �⃗�𝑧
2  

Contoh: buktikan bahwa 𝐶2 = 𝑢2 + 𝑣2 − 2𝑢𝑣 cos 𝜃  

 

Gambar 4.2. Pengurangan dua vektor 

Dari gambar terlihat bahwa uvc


−=  

Dengan menggunakan perkalian skalar didapat: 

( )( )vuuvcc


−−=.  

vuvu


222 −+=  

cos222 uvvu −+=  

Contoh:  

Buktikan bahwa persamaan bidang dapat dinyatakan dengan 

2. prp =


dimana ( )zyxr ,,=


, vektor posisi dari titik asal ke titik 

( )zyx ,, yang berada pada bidang dan p


adalah vektor dari titik 

asal yang tegak lurus terhadap bidang.  
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Gambar 4.3. Persamaan bidang �⃗� ∙ 𝑟 = 𝑝2 

Penyelesaian:  

Misalkan v


vektor pada bidang (lihat gambar 4.3). karena p


tegak 

lurus terhadap bidang, maka  v


akan tegak lurus pada p


sehingga 

0. =vp


sedangkan prv


−= berarti: 

( ) 0. =− prp


 

( )terbuktiprppprp 2.0.. =→=−


 

Persamaan ini dapat diungkapkan dengan komponen, yaitu: 

2pzpypxp zyx =++  

Jika p


adalah vektor normal bidang ( )cbaN ,,=


maka persamaan 

bidang menjadi  

222 cbaczbyax ++=++  
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4.2.2. Turunan Vektor 

Sebuah vektor v


merupakan suatu fungsi dari waktu ( )( )tv


. 

Bila t berubah dari t ke +t , maka v


juga akan berubah dari v


ke 

vv


+ seperti dilihat pada gambar 4.4. 

 

Gambar 4.4. Perubahan vektor �⃗� 

Komponen v


 adalah ( )
zyx vvv  ,, turunan v



didefinisikan sebagai: 

t

v
it

dt

vd

t 


=

→



0
lim  














=

dt

dv

dt

dv

dt

dv

dt

vd zyx ,,



 

dan berhubungan dengan turunannya ( )
zyx dvdvdvvd ,,=


 

jika s suatu fungsi skalar, maka: 

( ) ( )( ) vsvvssvs


−++=  

vssvvs


++=  

untuk v


 dan s menuju nol maka: 

( ) dsvvsdvsd


+=  

untuk dua vektor u


dan v


akan didapat: 
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( ) udvvduvud


.. +=  

Andaikan suatu titik dengan vektor posisi r


bergerak 

sepanjang kurva c (gb.4.5) 

 

Gambar 4.5. Suatu titik bergeser pada suatu kurva 

 

Kecepatan titik itu bergerak dapat diungkapkan dengan  









=

dt

dz

dt

dy

dt

dx

dt

rd
,,


 

Andaikan R


vektor satuan r


, maka Rrr


.= . Dapat ditulis: 

dt

dr
R

dt

Rd
r

dt

rd 


+=  

Suku 
dt

dr
R


adalah kecepatan radial titik dan 
dt

Rd
r



akan tegak lurus 

pada arah radial.  
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Gambar 4.6. komposisi 𝑑𝑟 dalam arah radial dan tangensial 

Terlihat dari gambar bahwa 
dt

Rd


tegak lurus pada R


. Ini 

dapat dibuktikan dengan menggunakan vektor satuan  R


. 

1. =RR


 

Jika kita diferensialkan akan dapat: 

( ) 02. ==+=
dt

Rd
RR

dt

Rd

dt

Rd
RRR

dt

d






 

atau 0=
dt

Rd
R




 

Ini membuktikan R


tegak lurus 
dt

Rd


 

4.2.3. Perkalian Vektor atau Perkalian Silang  

Perkalian vektor dari dua vektor akan menjadi suatu vektor 

lain yang tegak lurus pada kedua vektor tersebut dan 

didefinisikan sebagai: 

sinvuvuw


==  
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dengan  sudut antara u


dan v


dan vektor normal dari bidang u


dan v


. 

 

Gambar 4.7. �⃗⃗� × �⃗� = �⃗⃗⃗� 

Jika kita gunakan vektor satuan  maka kita dapatkan 

0=== kkjjii  

Sedangkan ikjkji == , dan jik =,  

 

Gambar 4.8. Perkalian vektor dari 𝑖, 𝑗, 𝑘 

untuk vektor ( )
zyx vvvv ,,=


 dan ( )

zyx uuuu ,,=


 maka akan 

didapatkan: 

( ) ( )
zyxzyx vvvuuuvu ,,,, =


 



86 
 

 ( ) ( )
xyyxzxxzyzzy vuvukvuvujvuvui −+−+−= )(  

 

zyx

zyx

vvv

uuu

kji

=  

untuk perkalian tiga vektor didapat ( ) ( ) ( )vuwuvwvuw


.. −= . 

 

4.2.4. Penggunaan Perkalian Vektor dalam Fisika  

4.1.4.1. Momentum Sudut 

Momen linier p


suatu partikel diberikan dengan: vmp


=  

dimana m massa benda dan kecepatannya. Sedangkan 

momentum sudut L


disekitar suatu titik asal adalah: 

vrmprL


==  

atau 

zyxzyx vvv

zyx

kji

m

PPP

zyx

kji

L ==


 

dan kita dapatkan komponennya adalah: 

yxx zPyPL −=  

zxy xPzPL −=  

xyz yPxPL −=  

untuk sejumlah massa dalam suatu system patikel didapat 

momentum sudut total: 
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= ILL


 

4.1.4.2. Momen Gaya  

Jika suatu vektor gaya F


bekerja pada sebuah benda dengan 

vektor posisi r


maka pada benda aka nada torsi atau momen gaya 

M


dengan FrM


= . 

 

Gambar 4.9. Torsi oleh gaya �⃗� 

4.1.4.3. Kecepatan Sudut  

Kecepatan sudut 


disekitar titik asal dinyatakan dengan 

rv


=  

 

Gambar 4.10. Kecepatan sudut �⃗⃗⃗� 

Contoh: Dapatkan  hubungan L


dengan   


untuk partikel yang 

bergerak disekitar titik asal. 
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Penyelesaian:  

Kita mengetahui bahwa rv


= dan vrmL


=  dengan 

demikian:  

( )rrmL


=   

( ) ( )rrmrrm


 .. −=  

( )rrmmr


 .2 −=  

Jika kita gunakan vektor satuan 
r

r
R =


 maka didapat: 

( ) 2].[ mrRRL


 −=  

Jika �⃗⃗⃗� arahnya tetap dan r


tegak lurus 


maka didapat: 


2mrL =  

Ini merupakan kasus untuk gerak dalam bidang. 

 

Contoh: Tunjukkan energy kinetik rotasi untuk partikel adalah: 

( )


.sin2/1 222 rmr  

Penyelesaian: 22/1 mvEk = sedangkan 

( )rvvvv


== ..2  

( ) rr


].[  =  

rrr


].)().[(  −=  

( )( )rrr


−=  22  

( )rr


,cos1( 222  −=  

 222 sinr=  
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 Jadi ( )rrmEk


,sin2/1 222 =  

Untuk kasus r


tegak lurus terhadap 


didapat 

222/1 mrEk =  

 

4.2. Operator Vektor 

4.2.1. Gradien  

Misalkan f(x,y,z) suatu fungsi dalam tiga dimensi , 

perubahan f(x,y,z) dari titik (x,y,z) ke titik ( )dzzdyydxx +++ ,,

adalah: 

dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
df




+




+




=  

).( kdzjdyidxk
z

f
j

y

f
i

x

f
++




+




+




=  

rdf


.=  

dimana ( )dzdydxrd ,,= dan ( )del adalah operator vektor 





















=

zyx
,, . 

Persamaan f disebut gradien f yang kadang-kadang 

disebut dengan gradien f. 

grad 



















==

zyx
f ,, merupakan medan vektor. 
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Jika f(x,y,z) =C suatu permukaan, maka untuk pergeseran 

rd


pada permukaan itu adalah: 0. = rdf


 

Karena rd


sejajar permukaan, vektor f merupakan vektor 

yang tegak lurus pada permukaan tersebut. 

Dalam berbagai hal, gaya sering ditulis sebagai gradien dari 

energy potensial. 

UF −=


 

Dalam hal ini F


merupakan gaya konservatif dimana usaha 

dilakukan oleh gaya ini tidak bergantung pada lintasan.  

( ) −=




rdFusahaW


.  

  =





rdU


.  

  ( ) ( )12. rUrUdU −== 




 

4.2.2. Divergensi  

Divergensi dari suatu medan vektor U


(div U) didefinisikan 

sebagai perkalian titik: 

( )zyx UUU
zyx

U ,,.,, 



















=


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z

U

y

U

x

U zyx












= ,,  

Divergensi dapat diartikan sebagai berikut: 

Misalkan suatu fluida mengalir dalam 𝑥,  

 

Gambar 4.11. Aliran fluida dalam 𝑥 

 

Maka massa fluida yang mengalir pada xv dimana  rapat 

massa fluida dan xv kecepatan linier fluida. Massa fluida yang 

masuk ke dalam elemen volume dengan ketebalan dx tiap satuan 

waktu satu  satuan luas pada x adalah  ( ) ( )xvx x dan yang keluar 

adalah ( ) ( )dxxvdxx x ++ . Sedangkan fluida yang hilang dalam 

elemen volum persatuan waktu dan volume adalah:  

( ) ( ) ( ) ( )
dx

xvxdxxvdxx

t

xx  −++
=




−  

( )xv
x





=  
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Bila fluida mengalir tidak hanya dalam arah x melainkan 

dalam arah x,y,z maka kehilangan massa kehilangan massa tiap 

satuan volume adalah: 

( ) ( ) ( )z

z

y

y

x

xt

vvv 





+




+




=




−  

).( v


=  

Dengan demikian ).( v


 merupakan laju kehilangan massa 

tiap satu volume melalui satu volume. 

4.2.2. Rotasi  

Rotasi medan vektor U


didefinisikan sebagai: 

zyx

zyx

UUU

kji

U








=


 

Pada fluida yang mengalir, jika rotasi kecepatan ( )vx


 tidak 

nol, maka pada fluida aka nada pusaran. hal ini disebut medan 

vektor v


rotasional. Sebaliknya jika ( ) 0= vxvx


, v


disebut 

medan rotasional.  

Rotasi dari suatu gradien dapat dibuktikan bahwa: 

0= f yang berarti f adalah medan rotasional. 

Contoh: Buktikan persamaan difusi cD
t

c 2=



dimana c adalah 

konsentrasi dan D konstanta difusi.  
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Penyelesaian:  

Dalam cairan atau zat padat isotropik difusi terjadi tegak lurus 

pada permukaan , ( )zyxc ,, =konstanta dan dalam  arah dari 

pengurangan konsentrasi.  

Dari hukum fisika didapat: cDvc −=


 

dengan v


kecepatan linier difusi. Maka rapat massa yang hilang 

tiap satuan volume adalah: ).( cD
t

c
−−=




. Jika D tetap maka 

cDcD
t

c 2. ==



 

Contoh: buktikan untuk fluida tak kompresibel 0. = v


 

Penyelesaian: 

 jika fluida tak kompresibel dimana massanya tidak berubah 

akibat tekanan, berarti  tetap.  

Dari persamaan untuk divergensi didapat: v
t





.=




−  

Karena  tetap,  maka 0=




t


atau 0.. == vv


 dan 0. = v



(terbukti). 
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4.3. Diadik  

Pada bagian ini akan dibahas mengenai operasi suatu vektor 

memberikan suatu vektor lain. Perkalian vektor disini 

membutuhkan suatu operasi tertentu. Didalam pembahasan 

medium yang tidak isotropik seperti dalam listrik, zat padat, 

mekanika kita sering menggunakan gaya yang menyebabkan 

pergeseran yang terjadi tidak sejajar dengan gaya yang diberikan. 

Secara matematik hal ini diuraikan dalam tensor, seperti tensor 

tegangan. Tensor memiliki orde yang berbeda-beda. Skalar 

merupakan tensor orde nol, vektor adalah tensor orde satu dan 

diadik tensor orde dua. 

Misalkan dua vektor a


dan b


, kita  dapat menuliskan 

perkalian antara ba


.  Perkalian ini kita sebut dengan diad dan 

jumlah dua atau lebih dari diad disebut dengan diadik. Untuk 

perkalian ini kita menggunakan sifat  

( )bavba


.=  

).(. vbavba


=  

Dimana vb


. dan av


.  adalah perkalian skalar. Harus 

diperhatikan bahwa abba


 . 

diad dari  ba


dapat ditulis sebagai berikut: 

( )( )
zyxzyx kbjbibkajaiaba ++++=


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++++++= zyyyxxzxyxxx bjkabjjabjiabikabijabiia

zzyzxz bkkabkjabkia ++  

dengan menggunakan bentuk diatas dapat kita cari: 

( ) ++++++= zyyyyyxyyzxxyxxxxx bkavbjavbiavbkavbjavbiavbav


.

zzzyzzxzz bkavbjavbiav ++  

dari apa yang dibahas diatas dapat kita tuliskan suatu diadik: 

...332211 +++= bababaD  

dapat dikumpulkan dengan bentuk: 

++++++= yzyyyxxzxyxx jkDjjDjiDikDijDiiDD

zzzyzx kkDkjDkiD ++  

dimana ...2211 ++= xxxxxx babaD  

...2211 ++= yyyyxy babaD  

diadik dapat dinyatakan dengan menggunakan matriks dengan 9 

komponen.  

















=

zzzyzx

yzyyyz

xzxyxx

DDD

DDD

DDD

D ......  

4.3.1. Perkalian Vektor 

Kita ingin menentukan diadik A dan B yang berhubungan 

dengan perkalian silang berikut ini: 

uvvAvuw


−=== .  
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uvBuvuw


−===  

Kita dapat menuliskan BuvAvu .,.,


  dan bandingkan 

komponen-komponennya, sehingga didapat: 

















−

−

−

=

0

0

0

xy

xz

yz

uu

uu

uu

A dan 

















−

−

−

=

0

0

0

xy

xz

yz

vv

vv

vv

B  

Dari matriks diatas terlihat bahwa A dan B adalah matriks 

antisimetri. 

 

4.3.2. Gradien dari Medan Vektor 

Misalkan )(ru


suatu fungsi dari posisi dalam bidang dengan  

( ) ( ) ( ) zyxuzyxuzyxuru zyx ,,,,,,,,)( =


 

( ) ( ) ( )],,[)( rurururu zyx=


 

Perubahan u


dapat dinyatakan dengan  

( )],,[ rdududuud zyx=


 

dimana dxudz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
ud x

xxx

x .=



+




+




=  

dyuud yy .=


 

dzuud zz .=


 

berarti ( ) ( ) ( )kdzujdyuidxuud zyx ... ++=

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.... +











+




+




= ik

z

u
j

y

u
i

x

u
dr xxx  













+




+




+




+




+




+




+




+




= kk

z

u
kj

z

u
ki

z

u
jk

y

u
jj

y

u
ji

y

u
ik

x

u
ij

x

u
ii

x

u
drud zyxzyxzyx  

atau udrd


= .  

dimana diadik dapat digambarkan dengan matriks 




























































=

z

u

z

u

z

u

y

u

y

u

y

u
x

u

x

u

x

u

u

zyx

zyx

zyx


 

Kuantitas u


  disebut dengan gradient medan vektor u


. 

4.3.4. Tensor Momen Inertia 

Tensor momen inertia dapat ditulis dalam bentuk: 

( )rrmmrL −= .2  

Momentum total untuk system dengan kecepatan sudut 

partikel yang sama adalah: 

( ) −== IIiI rrrmLL
2

1  

atau dapat ditulis dengan: 

( )−= IIII rrIrmL
2

 

=L  

I merupakan satuan diadik dimana kkjjiiI ++=  
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disebut dengan momen inertia diadik dan dapat ditulis dengan: 

( )
( )

( )















+−−

−+

−−+

=





22

22

22

iiiiiiiii

iiiiiiiii

iiiiiiiii

yxmyzmxzm

zymzxmxym

xymxymzym

 

 

4.4. Suplemen: Penyelesaian Vektor 

menggunakan Matlab 

Diketahui Vektor u = (2, -1, 1) dan v = (1, 1, 2). Tentukan 

u.v dan sudut θ antara u dan v ! 

Dengan menggunakan program MATLAB: 

 

 

Tentukan perkalian silang antara u dan v bila diketahui u = 

>> A=[2 -1 1]; 

>> B=[1 1 2]; 

>> C=dot(A,B) 

C = 

3 

>> CosTheta = dot(A,B)/(norm(A)*norm(B)) 

CosTheta = 

0.5000 

>> ThetaInDegrees = acos(CosTheta)*180/pi 

ThetaInDegrees = 

60.0000 
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(1, 2, -2) dan v = (3, 0, 1). 

Dengan menggunakan MATLAB: 

 

 

 

Tentukan luas segitiga yang dibatasi titik P1(2, 2, 0), 

P2(-1, 0, 2) dan P3(0, 4, 3). 

 

Solusi: Menentukan titik-titik P1, P2 dan P3, lalu 

menghubungkan antar  t i t ik .   

>> u = [1 2 -2]; 

>> v = [3 0 1]; 

>> c = cross(u,v)  

c = 

 2 -7 -6 
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Gambar 4.12 Menentukan luas segitiga 

 

Luas segitiga adalah ½ luas jajaran genjang, maka 

k i t a  t e n t u k a n  t e r l e b i h  d a h u l u :   
 

 𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (−3, −2,2)  𝑃1𝑃3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (−2,2,3)  

 

Lalu ditentukan 

 

𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ × 𝑃1𝑃3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (−10,5, −10)  

 

Maka A =1/2 x  ‖𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ × 𝑃1𝑃3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 1 2⁄ (15) =
15

2
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Dengan menggunakan MATLAB: 

 

>> axis([-1 2 0 4 0 3]); 

>> line([2 -1],[2 0],[0 2]); 

 

>> grid on 

>> line([2 0],[2 4],[0 3]); 

>> line([-1 0],[0 4],[2 3]); 

>> p1=[2 2 0]; 

>> p2=[-1 0 2]; 

>> p3=[0 4 3]; 

>> c=p3-p1 c = 

c = 

 -2   2    3 

 

 

 



102 
 

 

 

 

 

Gambar 4.13 Plot Segitiga Menggunakan MATLAB 

 

>> d=cross(b,c) d = 

-10 5 -10 

>> luasstg= 0.5*norm(d) luasstg = 

7.5000 
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4.5. Latihan  

1. Carilah  sudut antara bidang 

035 =−− zyx  

0124 =++− zyx  

2. Jika 3+= xyiF carilah usaha yang dilakukan yang berjarak 

dari titik asal (2,20) dengan lintasan  

a. 
25xY =  

b. Garis lurus 

c. Mengapa a dan b berbeda 

3. Nyatakan x dalam bentuk matriks. 

4. Buktikan untuk semua titik yang bergerak pada rotasi 

benda tegar laju kecepatan sudutnya 
dt

d
sama dengan 

kecepatan sudut   

u
dt

d 
=   =u


vektor satuan sepanjang sumbu rotasi  

5. Untuk rotasi benda tegar tunjukkan energy kinetiknya.  

= .
2

1
T  



104 
 

2

2

1








=

dt

d
I


 

= kecepatan sudut  

= tensor momen inersia 

=I skalar (momen inersia pada sumbu rotasi) 

uuI


=  

Dengan u


vektor satuan sumbu rotasi dan 
dt

d
laju 

kecepatan sudut.  
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BAB V 

RUANG VEKTOR 
 

Deskripsi Singkat 

Secara geometri kita dapat menginterprestasikan 
Penyelesaian SPL sebagai titik koordinat dalam ruang. 
Dari operasi penjumlahan dapat ditulis sebagai 
penjumlahan dua vektor. Penyelesaian dimana 
kombinasi linier dari dua Penyelesaiannya. Hal ini 
membawa kita kepada suatu ruang vektor.  

 

Capaian Pembelajaran 

Mahasiswa diharapkan dapat mengerti tentang syarat 
suatu ruang sebagai ruang vektor, sifat-sifat vektor 
dalam ruang vektor, mencari materi vekktor basis 
dalam suatu ruang vektor, serta dapat membuktikan 
basis-basis dalam suatu ruang merupakan basis 
orthogonal atau ortonormal. 
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5.1. Definisi Ruang Vektor 

Definisi: suatu himpunan V dengan elemen 

vektor dikatakan membentuk suatu ruang vektor jika 

memenuhi kondisi: 

5.1.1. Penjumlahan  

Aturan ini mengatakan bahwa tiap vektor  
→
𝑢

 dan 

→
𝑣

 pada V dan 
→
𝑢
+
→
𝑣

 juga pada V. Operasi ini 

memenuhi aksioma: 

i. Untuk semua 
→
𝑢
,
→
𝑣
, 𝑑𝑎𝑛 

→
𝜔
 𝑑𝑖 𝑉 

→
𝑢
+
→
𝑣
=
→
𝑣
+
→
𝑢

 (hukum komutatif) 

(
→
𝑢
+
→
𝑣
) +

→
𝜔
=
→
𝑢
(
→
𝑣
+
→
𝜔
) (hukum asosiatif) 

ii. Ada vektor nol di V yang di nyatakan dengan 0⃗⃗ 

sehingga  

uOu


=+ untuk setiap u


 di V 

iii. Untuk tiap u


di V ada vektor -u


 sehingga  

Ouu


=−+ )( ,-u


 disebut invers penjumlahan dari 

u


 

5.1.2. Perkalian Skalar 
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Untuk setiap vektor dalam V dan skalar s 

aksioma: 

vtusuts

vrurvur

utsust

uu









+=+

+=+

=

=

)(

)(

)()(

1

 

Perhatian:  

Jika skalar s adalah bilangan riil, maka ruang tersebut 

dinamakan ruang vektor riil. Sedangkan jika s bilangan 

kompleks, maka disebut ruang vektor kompleks. 

Ruang Vektor: 

1. Himpunan semua bilangan riil dengan operasi 

penjumlahan perkalian adalah ruang vektor rill. 

2. Himpunan bilangan kompleks  

3. Himpunan semua matriks m x n dengan elemen riil 

 

Contoh:  

Buktikan bahwa matriks 2 × 2 dengan elemen riil 

dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan 

bilangan riil membentuk dua vektor. 
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Penyelesaian:  

Jika A dan B pada V matriks 2 × 2 , maka A+B dan CA 

untuk semua bilangan riil C berada di V. Jika kita 

periksa, akan memenuhi aksioma yang dikemukakan: 

i. Memenuhi hukum komutatif dan asosiatif 

ii. Jika A suatu vekto r pada V dan 







=

00

00
2O  

maka 22 ,OAOA =+  vektor nol pada V  

iii. Jika 







=

dc

ba
A  maka 









−−

−−
=−

dc

ba
A  sehingga  









−−−+

00

00
)( 2OAA  

 

5.2. Ruang Vektor  

Definisi: misalkan nR


 menyatakan himpunan dengan 

n tripel terorde dan suatu bilangan rill sehingga 

}:),......,,{( 321 RxxxxxR in

n =


kita katakan elemen di 

nR sebagai vektor dalam nR


. 

Kita sering menggunakan 2R


 dan 3R


 pada 

geometri koordinat yang kita nyatakan sebagai 
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pasangan, tripel dan bilangan sebagai titik koordinat 

dalam bidang dan ruang tiga dimensi. 

Contoh: berikan contoh-contoh vektor dalam 

853 ,, RRR  

Penyelesaian: (1,2,4),(5,7,6) vektor pada 3R


 

(2,0,0,0,5), (π,3,2,1,0) vektor pada 5R


 

(1,0,1,0,4,5,1,8), (1,1,1,1,1,1,1,1) vektor 

pada  8R


 

Definisi: misalkan ),...,,( 21 nxxxx =


 dan 

),...,( 21 nyyyy =


 adalah vektor pada nR


 dan k suatu 

bilangan riil, kita definisikan penjumlahan dan 

perkalian skalar pada nR  adalah: 

),...,,(),...,,(

),...,,(),...,(),...,,(

2121

22112121

nn

nnnn

kxkxkxxxxkxk

yxyxyxyyyxxxyx

==

+++−+=+




 

Contoh: jika x=(1,-1,0,2), y=(0,-1,4,3), dapatkan  yx +  

dan yx 32 +  

Penyelesaian: yx + -(1,1,0,2)+ (0,1,4,3) – (1,1,4,7) 

)13,12,5,2()9,12,3,0()4,0,2,2(32 −=−+−=+ yx  
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Contoh: misalkan )42,31( iiu +−=


, )65,42( iiv −+−=


, ik += 2  vektor kompleks nc , dapatkan 

vku


+  

Penyelesaian:  

)65,42)(2()42,31( iiiiivku −+−+++−=+


 

)718,37(

716,68()42,31(

ii

iiii

−+=

−+−++−=
 

 

5.3. Sub Ruang  

Suatu ruang vektor s dikatakan sebagai sub 

ruang dari vektor vektor ruang V jika s memenuhi 

kondisi penjumlahan dan perkalian skalar seperti pada 

V. 

Contoh: Jika V=M2(R) adalah matriks 2×2  dengan 

elemen rill dan s adalah himpunan bagian dari 

V dengan elemen diagonal utama nol, 

tunjukkan bahwa s adalah sub bab ruang V. 

Penyelesaian:  
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Misalkan A dan B pada s dimana 







=

0

0

b

a
A  dan 









=

0

0

d

c
B dimana a,b,c,d bilangan riil, maka: 










+

+
=








+








=+

0

0

0

0

0

0

db

ca

d

c

b

a
BA  

yang berarti A+B ada pada s sehingga s memenuhi 

kondisi penjumlahan.  

Selanjutnya untuk sembarang konstanta k riil didapat: 









=








=

0

0

0

0

kb

ka

b

a
kkA  

yang juga vektor pada s dan memenuhi kondisi 

perkalian skalar. Dengan demikian s adalah sub ruang 

V. 

 

5.4. Kombinasi Linier dan 

Merentang  

Jika himpunan vektor },...,,{ 21 nvvv adalah ruang 

vektor V, maka hanya ada satu cara untuk 

mendapatkan vektor baru dari himpunan vektor 
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tersebut. Cara ini adalah dengan operasi penjumlahan 

dan perkalian skalar pada V.  

Definisi: suatu vektor v


dalam ruang vektor V 

dikatakan kombinasi linier dari nvvv


,...,, 21  

pada V jika skalar-skalar nccc ,...,, 21  tidak nol 

sehingga: 


=

=+++=
n

i

iinn vcvcvcvcv
1

2211 ...


 

Contoh: vektor )5,3(=v


pada 2R dapat ditulis sebagai 

kombinasi linier dari vektor 

)1,0()0,1( 21 −− vv


, dari sini dapat ditulis: 

21 53

)1,0(5)0,1(3

)5,0()0,3()5,3(

vv

v





+=

+=

+==

 

Definisi: suatu vektor nvvv


,...,, 21 pada V dikatakan 

merentang jika setiap vektor pada V dapat dinyatakan 

sebagai kombinasi linier nvvv


,...,, 21  

Contoh: Jika )0,0,1(1 =v


dan )0,1,0(2 =v


dan 

)1,0,0(3 =v


pada 3R


, buktikanlah bahwa 

321 ,, vvv


merentang pada 3R

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Penyelesaian: misalkan ),,( cbax =


pada 3R


. Dapat 

kita tunjukkan bahwa: 

332211 vcvcvcx


++=  dimana tidak semua 0=Ic  

)1,0,0()0,1,0()0,0,1( 321 cccx ++=


 

),,(),,( 321 ccccba = sehingga ccbcac === 321 ,, yang 

berarti 321 ,, vvv


merentang pada 3R


. 

Contoh: buktikan 2R


direntang oleh 

)1,1(),1,1( 21 −== vv


 

Penyelesaian: misalkan ),( 21 xxx =


 sembarang 

vektor pada 2R


. Kita akan tunjukkan bahwa ada 

konstanta 1c  dan 2c  sehingga: 

),( )212211 xxvcvc −+  

),()1,1()1,1( 2121 xxcc =−+  

dan didapat 121 xcc =+  dan 221 xcc =−  

Determinan matriks koefisien didapat: 2
11

11
−=

−
 

Dan kita dapatkan: )(2/1 211 xxc += dan 

)(2/1 212 xxc −=  

Berarti 22112121 )(2/1)(2/1),( vxxvxxxxx


−++==  
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5.5. Bebas dan Tak Bebas Linier 

Salah satu masalah dasar dari aljabar linier 

adalah menentukan apakah himpunan vektor 

),...,,( 21 nvvv


tidak bebas linier yang berarti paling 

sedikit satu vektor pada ruang vektor tersebut dapat 

ditulis sebagai kombinasi linier dari himpunan vektor 

tersebut secara matematik dapat didefinisikan sebagai 

berikut: 

Definisi: suatu himpunan vektor },...,,{ 21 nvvv


pada V 

dapat dikatakan tidak bebas linier jika tidak semua 

skalar nccc ,...,, 21 nol sehingga: 

0...2211 =+++ nnvcvcvc


 

Jika kccc === ...21 , maka himpunan vektor 

},...,,{ 21 nvvv


adalah himpunan vektor bebas linier.  

Contoh: a. )3,1,1(),1,3,1( 21 −== vv


, dan )1,7,1(3 −=v


adalah tidak bebas linier karena 

02 321 =−− vvv

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b. Vektor (1,0,0),(0,1,0),dan (0,0,1) adalah 

vektor bebas linier karena 

)0,0,0()1,0,0()0,1,0()0,0,1( 321 =++ ccc

sehingga 0321 =++ ccc . 

c. xxfxxf 2

2

2

1 cos)(,sin)( == , dan 

1)(3 =xf pada )(2 IC adalah titik bebas 

linier karena 0321 =++ fff  

Contoh: tentukan apakah A,B dan C bebas linier jika: 









==







 −
=

30

12
,

02

11
BA dan 







 −
=

11

11
C

pada )(2 RM  

Penyelesaian: dari definisi kita tuliskan 

0321 =++ CcBcAc  









=







 −
+








+







 −

00

00

11

11

30

12

02

11
321 ccc  

Ini akan terpenuhi jika. 02 321 =++ ccc  

0321 =−+− ccc  

022 31 =+ cc  

03 32 =+ cc  
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Dengan operasi baris kita dapatkan: 



















0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

1

 

Yang berarti 0321 =−− ccc  sehingga A,B, 

dan C adalah bebas linier. 

Dengan beberapa contoh diatas jelas untuk 

melihat apakah himpunan vektor },...,,{ 21 nvvv


 bebas 

linier atau tidak, kita harus membuat persamaan 

0...2211 =+++ nnVCVCVC  

Kemudian kita periksa apakah persamaan 

tersebut memiliki Penyelesaian trivial ? 

Jika diberikan sejumlah n vektor dalam mR , 

maka kita dapat menentukan secara langsung apakah 

vektor-vektor tersebut bebas linier atau tidak. 

Misalkan nVVV


,...,, 21 vektor pada mR dan 

},...,,{ 2,1 nVVVD = dimana D adalah matiks kolom dari 

nVVV ,...,, 2,1
 

Jika 𝑛 > 𝑚, vektor tersebut tidak bebas linier.  
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Jika 𝑚 = 𝑛, vektor tidak bebas linier jika dan 

hanya jika ran (𝐷) = 0.  

Jika 𝑛 < 𝑚, vektor tidak bebas linier jika dan 

hanya berikut (𝐷) < 𝑛.  

Contoh: Tentukan himpunan vektor berikut bebas 

linier atau tidak. 

a. 
)2,2,1(),6,5,4(),3,2,0(),0,0,1( 4321 −==== VVVV



 

b. 
)3,4,5,,1(),1,0,1,1(),3,2,1,1( 321 −−==−= VVV



 

c. 
)1,2,1,1(),1,0,0,1(),0,0,1,1(),0,1,0,1( 4321 −==== VVVV



 

Penyelesaian:  a.   Vektor-vektornya tidak bebas linier 

karena n>m 

b. Dalam hal ini kita harus menentukan 

rank dari matriks 



















−

−
==

313

402

511

111

],,[ 321 VVVD


 

Dengan reduksi baris akan kita 

dapatkan  
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Yang berarti rank (D)=2, rank (D)<n 

sehingga vektor-vektor tidak bebas 

linier. 

c. Untuk kasus n=m, kita hitung det(D) 

dari matriks 

1

100

001

010

111

],,,det[)det( 4321 −=



















== VVVVD


 

Berarti det(D)≠0. Dengan demikian 

vektor-vektor bebas linier.  

 

5.6. Bebas Linier untuk Fungsi  

Jika membahas persamaan diferensial kita akan 

menghasilkan beberapa fungsi yang bebas linier untuk 

beberapa interval. Untuk hal ini kita akan melihat 

bagaimana cara untuk menentukan kriteria itu. 
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Definisi: fungsi –fungsi nfff ,...,, 21  bebas linier pada 

interval I jika dan hanya jika 

0...2211 −+++ nn fCfCfC  

Memiliki Penyelesaian untuk tC trivial 

)0( =tC  

Contoh: xxf sin)(1 =  dan xxf cos)(2 = akan bebas 

linier pada interval (~,-~) karena 

0cossin 21 =+ xCxC dan turunnya 

0sincos 21 =− xCxC  

Determinan dari matriks koefisiennya 

adalah: 

1
sincos

cossin
−=

− xx

xx
 

Dengan menggunakan aturan cramer untuk 

Penyelesaian sistem persamaan linier homogen jika 

det(A)≠0 maka Penyelesaiannya trivial. Berarti )(1 xf

dan )(2 xf bebas linier. Metode yang digunakan di atas 

dapat dibuat suatu determinan untuk fungsi-fungsi 

tersebut. 
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Definisi: untuk nfff ,...,, 21  akan bebas linier pada 

suatu interval jika ],...,,[ 21 nfffW =  tidak 

sama dengan nol dimana: 



















=

−−−
)(...

:...

)(

::

...

)(...

)()(

)()(

],...,,[

11

2

1

1

''

2

'

1

21

21

xffxf

f

xf

xfxf

xfxf

fffW

n

n

nn

n

n

n
 

Tetapi jika   0,...,, 21 =nfffW  kita tidak dapat 

langsung mengatakan nfff ,...,, 21  tidak bebas linier.  

Contoh: tentukan fungsi-fungsi berikut apakah bebas 

linier pada interval (-~,~) 

a) 
xx exxfexf 2

21 )(,)( ==  

b) 
2

3

2

21 2)(,)(,)( xxxfxxxfxxf −=+==  

c) ~)~,)( 2

1 = xxxf  

Penyelesaian: a.   

xx

xx

xx

xe
xx

x
e

xxee

exe
ffW 2

2

2

2

2

2

21 2
21

1

2(
],[ =









+
=









+
=  

maka 21 , ff  bebas linier karena 

0W  
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b.   0

2

22

2

2

21

0

1],,[

22

321 =

−

−

−

+

+

= x

xx

x

xxx

fffW  

Berarti tidak ada kesimpulan.  

Untuk kita kembali ke pengertian dasar dari 

bebas linier, dari fungsi di  atas kita buat persamaan: 

0332211 =++ fCfCfC  

didapat: 0)2()( 2

3

2

21 =−+++ xxCxxCxC  

atau 0)()2( 2

32321 −++++ xCCxCCC  

Karena x dan 2x adalah fungsi bebas linier 

]),([ 22 xxxW = maka koefisiennya harus memenuhi 

persamaan  

02 321 =++ CCC  

032 =+CC  

yang memiliki Penyelesaian tak terhingga dan 

Penyelesaiannya dapat ditulis adalah: 

32 CC =    21 3CC −=  

Jadi 03 322212 =++− fCfCfC  

atau 03 321 −++− fff  
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Dengan demikian 321 ,, fff tidak bebas linier. 

 

5.7. Basis dan Dimensi  

Dari barisan terdahulu kita dapat menuliskan 

suatu vektor dalam ruang V sebagai kombinasi linier 

dari vektor-vektor lain. Vektor pembentuk vektor baru 

sebagai kombinasi linier dari vektor yang diketahui 

kita kenal dengan “basis”. 

Definisi: suatu himpunan vektor },...,,{ 21 nVVV


pada 

ruang vektor V dikatakan basis jika: 

1) Vektor-vektor tersebut bebas linier 

2) Vektor-vektor tersebut merentang pada 

V. 

Pada contoh sebelumnya kita melihat bahwa 

vektor (1,0,0),(0,1,0) dan (0,0,1) adalah vektor yang 

bebas linier dan merentang pada 3R . Hal ini dikatakan 

vektor-vektor merupakan basis pada 3R . 

Banyaknya vektor basis pada rung vektor V 

disebut dengan “Dimensi”. Jadi pada contoh diatas 

dikatakan memiliki 3 dimensi. 
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Contoh: tunjukkan bahwa )3,1,2(),1,1,1( 21 =−= VV


 dan 

)2,1,3(3 −=V


basis dari 3R  

Penyelesaian: kita periksa 321 ,, VVV


, melalui 

],,det[ 321 VVV


. 

19

231

111

321

],,det[ 321 −=

−

−=VVV


 

Berarti 321 ,, VVV


bebas linier sekaligus sekaligus 

ini membuktikan dia merentang pada  3R karena A


suatu vektor pada 3R dapat kita tuliskan: 

332211 VCVCVCA ++=


 

dengan Penyelesaian tunggal karena 0],,det[ 321 VVV


(ingat aturan cramer). 

Contoh: 2

2103 xaxaaP ++= dengan ta Riil. Dapat 

dituliskan bahwa setiap vektor pada 3P

sebagai kombinasi linier dari 2,,1 xx , 

sedangkan: 
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02

200

210

1

],,[],,[

2

210210 === x

xx

PPPWVVVW


 

Dengan demikian 210 ,, PPP bebas linier 

sehingga 210 ,, PPP basis pada 3P  

5.8. Ruang Hasil Perkalian Dalam  

Pada bagian terdahulu kita telah membahas 

perkalian skalar antara dua vektor yang dinyatakan 

dengan: 

cos. VUVU


=  

 

Gambar 5.2. Geometri vektor �⃗⃗⃗� dan �⃗⃗� 

 

dapat juga ditulis: 

332211. VUVUVUVU ++=


 

sehingga besar vektor U


dapat dinyatakan sebagai  
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UUUUUU


.
2

3

2

2

2

1

2

=++=  

Jika hasil perkalian skalar dari dua vektor yang 

tidak nol, berarti kedua vektor saling tegak lurus.  

 

Gambar 5.3. perkalian skalar �⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗� yang saling tegak 

lurus 

Untuk ruang vektor V kita perkenalkan istilah 

perkalian dalam (Inner Product). 

Definisi: jika ),...,,( 21 nUUUU =


dan ),...,,( 21 nVVVV =


vektor pada nR maka perkalian dalamnya 

adalah: 

nnVUVUVUVU +++= .... 2211


 


=

=
~

1i

iiVU  

dengan besar vektor UUU


.
2

=  
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Contoh:carilah sudut antara U


dan  V


dimana 

)0,1,2,3(=U


)0,0,2,1(=V


 

Penyelesaian:  

7002.21.3)0,0,2,1).(0,1,2,3(. =+++==VU


 

140123. 2222 =+++== UUU


 

50021. 2222 =+++== VVV


 

514

7.
cos ==

VU

UU


  

5.1.1. Ruang Hasil Kali dalam Rill 

Untuk Y,Z pada V dan C skalar riil 

1. 
0. XX

dan 
0. =XX

 jika 0=X  

2. 
YXXY ,. =

 

3. 
YXCXYC ,, =

 

4. ==+ ZYZXZYX ,,,  

5. 
XXX .=
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Ruang vektor riil bersama-sama dengan 

perkalian dalam membentuk ruang vektor hasil 

perkalian dalam rill.  

Untuk fungsi-fungsi  pada rag ],[0 baC dapat 

dinyatakan perkalian dalamnya sebagai: 

=
b

a

dxxgxfgf )()(,  

dan fff ,
2
=  

=
b

a

dxxf )(2  

Contoh: Jika f(x)=x, g(x)=3x-1 pada 1,00C dapatkan 

f dan gf ,  

Penyelesaian: =
1

0

)()(, dxxgxfgf  

 −=

1

0

)13( dxxx  −=

1

0

2 )13( dxx  

2

1

2

1
1

2

1
1

0

23 =−=−= xx  
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2

1

2

1
.)(

1

0

2

1

0

1

0

22
====  xxdxxdxxff  

Jadi 
2

1
=f  

5.1.2. Hasil Perkalian dalam Kompleks 

Jika memilih vektor-vektor kompleks pada ruang 

nC maka perkalian dalamnya menggunakan konjigate 

tersebut.  

Misalkan ),...,,( 21 nuuuU = dan ),...,,( 21 nvvvV =

vektor-vektor pada nC maka perkalian dalamnya 

adalah: 

nnvuvuvuVU


+++= ..., 2211  

= vu,  

dan besar vektornya ditentukan dengan  

22

2

2

1 ... nuuuU +++=  

Contoh: )43,2(),32,21( iiViiU +−=−+=  

Penyelesaian: )43)(32()2)(21(, iiiiVU −−+++=  

)21(61765 iii +−=−−=  

)32)(32()21)(21( iiiiU +−+−+=  
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23183221 2222 ==+++=  

Dari ruang hasil kali dalam dapat kita tentukan 

beberapa sifat orthogonal dari vektor pada V : 

1. Jika U dan V pada V maka jika 0, =VU

dikatakan U dan V ortogonal.  

2. Jika pada V ada himpunan vektor },...,,{ 21 nvvv

yang tidak nol maka: 

Jika 0, =ji UU untuk ji  dikatakan V dibentuk 

oleh himpunan vektor ortogonal.  

3. Jika },...,,{ 21 nuuu


himpunan vektor ortogonal 

pada V dan 1, =ji uu , dikatakan V dibentuk oleh 

vektor-vektor ortogonal.  

Vektor )6,1,3,0(),0,3,1,2( 21 −−=−= vv


 dan 

)2,0,4,2(3 −−=v


membentuk himpunan vektor 

ortogonal karena 0,,, 323121 === vvvvvv


 

Himpunan vektor ortogonalnya dapat ditulis dengan: 









321
62

1
,

46

1
,

14

1
vvv


dimana 62,46,14

adalah besar 321 ,, vvv


 



130 
 

Contoh: carilah himpunan vektor ortogonal untuk 

vektor-vektor berikut: 

a. )1,2(),,1( 21 iiviiv −+=+=


 

b. )42,1(),,3( 21 iiviiv −−−=−=


 

c. xxfxf cos)(,1)( 21 == pada ],[0  −=c  

Penyelesaian: 

a.    )1()2)(3(, 21 iiiivv ++−−=


 

iiii 221122 −−=−+++−=  

Ternyata 1v


dan 2v


 tidak ortogonal.  

b.    )42()1)(3(, 21 iiiivv +−++−=


 

0)24()24( =+−+= ii  

11)1()3)(3(
2

1 =−++−= iiiv


      

11
2

1 =v


 

22)42)(42()1)(1(
2

2 =+++++= iiiiv


     

22
2

2 =v


 

Jadi himpunan vektor ortonormalnya 

adalah 








21
22

1
,

11

1
vv


 



131 
 

 

c.    Kita periksa terlebih dahulu apakah 

321 ,, fff ortogonal  

0sin.1, 21 == 
−

xdxff






 

0cos.1, 31 === 
−

xdxff






 

 0cossin.1, 32 === 
−

xdxxff






 

Jadi 21 , ff dan 3f ortogonal, 

sedangkan  






211 == 
−

dxf  






== 
−

dxxf 2

2 sin  






== 
−

dxxcf 2

3
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Dengan demikian himpunan vektor 

ortogonal adalah 









321

1
,

1
,

2

1
fff


. 

 

5.9. Proses Ortogonalisasi Gram-

Schmudit 

Dalam bagian ini kita mencoba untuk 

mendapatkan basis yang ortogonal dari suatu ruang 

kali dalam dengan dimensi terbatas. 

Definisi: Jika },...,,{ 21 nvvv


himpunan vektor basis pada 

V dikatakan  

i. Basis ortogonal jika jivv ji = ,0,  

ii. Basis ortonormal jika 
ijji vv =,  

Untuk mendapatkan basis ini kita mulai untuk 

kasus sederhana untuk 3R . Jika 21 ,vv


adalah vektor 

bebas linier pada 3R , maka proyeksi ortogonal 2v


pada 

1v


adalah ),( 12 vvP


, misalkan 1u


sebagai basis ortogonal 

dalam ruang tersebut. 
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Ambil 1v


sebagai basis pertama 1u


dan 3R dimana 

11 vu


= . Dari gambar dapat dilihat bahwa vektor 

),( 122 vvPv


− ortogonal pada 1v


atau 1u


dan sebagai 

basis kedua dari 3R itu adalah: 

),( 1222 vvPvu


−=  

panjang P


dapat ditulis: 

cos2vP =


 

karena P


searah 1v


maka P


dapat dinyatakan dalam 

vektor 1v


yaitu: 

1

1
2 cos

v

v
vP


= atau 12

1

21 cos
v

v

vv
P

 
=  

karena 2121 ,cos vvvv


− maka: 

12

1

21 ,
v

v

vv
P





=  

jadi: 12

1

21

22

,
v

v

vv
vu





−=  

ganti uv


=1 sehingga: 12

1

21

22

,
u

u

vu
vu






−=  
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untuk ruang nR , langkah diatas dapat dikembangkan 

dengan langkah berikut: 

11 vu


=  

u
u

vu
vu







2

1

21

22

,
−=  

12

1

31

22

2

32

33

,,
u

u

vu
u

u

vu
vu












−=  

12

1

41

22

2

42

32

3

43

44

,,,
u

u

vu
u

u

vu
u

u

vu
vu

















−−−=  


=

+

++ −=
k

i

k

kk u
u

vu
vu

1

12

1

11

11

, 




 

untuk mendapatkan basis ortonormal, kita tinggal 

menormalisasikan basis 1u


. 

Contoh: dapatkan basis ortogonal untuk ruang yang 

direntang )1,1,1,1(),0,1,0,1( 21 == vv


dan 

)1,0,2,1(3 −=v


pada 3R  

Penyelesaian: 11 vu


= maka 2
2

1 =u


 

2)0,1,0,1)(1,1,1,1(, 21 ==vu

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12

1

21

21

,
u

u

vu
vu







=  

)1,0,1,0()0,1,0,1(2/2)1,1,1,1( =−=  

2
2

1 =u


 

1)0,1,0,1)(1,0,2,1(, 31 −=−=vu


 

3)1,0,1,0)(1,0,2,1(, 32 =−=vu


 

12

1

31

22

2

32

33

,,
u

u

vu
u

u

vu
vu












−=  

)1,1,1,1(2/1)0,1,0,1(2/1)1,0,1,0(2/3)1,0,2,1(3 −−=+−−=u
  

Jadi basis ortogonal sub ruang yang direntang oleh 

21 ,vv


dan 3v


adalah )}1,1,1,1(2/1),1,0,1,0(),0,1,0,1{( −−

dengan basis ortonormal 

)}1,1,1,1(2/1),0,1,0,1(2/1),0,1,0,1(2/1{ −− . 

 

5.10. Latihan  

1. Tentukan himpunan berikut membentuk ruang 

vektor 

a. Semua vektor pada 3R yang berbentuk (x,-x) 
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b. Semua fungsi pada interval ),( − yang 

merupakan penyelesaian dari persamaan 

diferensial xyy =+4  

c. Himpunan matriks 2×2  non singular 

d. Semua fungsi yang berbentuk baxxf +=)(

dengan a dan b suatu konstanta 

2. Tunjukkan )1,2,1(),2,3,1( 21 −=−= vv


dan 

)1,1,2(3 =v


merentang pada 3R dan nyatakan 

( )321 ,, xxxx =


sebagai kombinasi linier dari 

321 ,, vvv


. 

3. Tentukan vektor yang merentang pada ruang 

Penyelesaian Ax=0 dimana  

















=

642

431

321

A  

4. Tentukan nilai k sehingga vektor berikut tidak 

bebas linier pada 3R : (1,1,k),(0,2,k),dan (1,k,6). 

5. Tentukan vektor berikut bebas linier: 

a. 








=







 −
=








=

40

63
,

10

12
,

10

11
CBA
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b. xfxfxf 2

3

2

21 cos,sin,cos === pada 

),( −c  

c. ),0(,ln,ln 21 === Ixnfxf  

d. 

( ) ),(,2
0,33

0,35
)( 2

21 −




==
−


= Ixxf

xx

xx
xf

 

6. Tentukan apakah vektor berikut ortogonal: 

a. {(1,2,-1,0,3),(1,1,0,2,-1),(4,2,-4,-5,-4)} 

b. ( ) ( )}1,32,2,,1{ iiiii −+−  

c. ( ) )1,1(,3cos,2cos,cos)( 321 −=== Ixfxxfxxf   

7. Carilah basis ortogonal dan sub ruang yang 

direntang oleh: 

a. {(1,1,-1,0),(-1,0,1,1),(2,-1,2,1)} 

b. ( ) ( )},1,21,2,,1{ iiiiii −+−  

c. ( ) )1,0(,,)(,1)( 2

321 Ixxfxxfxf ===  

d. 








=








=








=

01

11
,

11

10
,

01

10
CBA
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BAB VI 

TRANSFORMASI LINIER 
 

Deskripsi Singkat 

Dalam bagian ini kita membicarakan pemetaan 

suatu ruang Vektor kerung Vektor lain yang kita 

sebut dengan pemetaan. Pemetaan yang kita tinjau 

merupakan hal yang banyak digunakan dalam 

Fisika, Teknik dan Ilmu Sosial.  

 

Capaian Pembelajaran 

Mahasiswa diharapkan dapat mengerti tentang 

transformasi linier, sifat dan hasil transformasinya, 

serta dapat menggunakan matriks transformasi 

ortogonal dalam menghitung transformasi suatu 

titik.  
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6.1. Definisi Transformasi Linier  

Misalkan V dan W merupakan suatu ruang 

vektor. Pemetaan 𝑇:𝑉 → 𝑊 disebut transformasi 

linier atau operator linier dari V ke W dengan sifat-

sifat:  

1. 𝑇(�⃗� + �⃗⃗�) = 𝑇(�⃗�) + 𝑇(�⃗⃗�) untuk semua x,y di V.  

2. 𝑇(𝐶�⃗�) = 𝐶𝑇(�⃗�) untuk semua �⃗� di V dan untuk 

semua skalar C.  

Contoh: diberikan 𝑇: 𝑅2  →  𝑅2 dengan bentuk 

𝑇(𝑋1, 𝑋2) − (𝑋1 − 𝑋2, 𝑋1 + 𝑋2) buktikan ini 

merupakan suatu transformasi linier.  

Penyelesaian: Misalkan 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2) dan 𝑌 = (𝑌1, 𝑌2) 

sembarang vektor di 𝑅2  

Maka 𝑇(𝑋 + 𝑌) = 𝑇{(𝑋1, 𝑋2) + (𝑌1, 𝑌2)}  

= 𝑇(𝑋1 + 𝑌1, 𝑋2 + 𝑌2).  

Merupakan bentuk transformasi yang 

diberikan dan didapat  

𝑇(𝑋, 𝑌) = {(𝑋1 + 𝑌1) − (𝑋2 + 𝑌2)(𝑋1 +

𝑌1) + (𝑋2 + 𝑌2)}  

= {(𝑋1 − 𝑋2) + (𝑌1 − 𝑌2), (𝑋1 +

𝑋2) + (𝑌1 + 𝑌2)}  
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= (𝑋1 − 𝑋2), (𝑋1 + 𝑋2) + (𝑌1 −

𝑌2), (𝑌1 + 𝑌2)  

= 𝑇(𝑋1, 𝑋2) + 𝑇[𝑇(𝑌1, 𝑌2)]  

Sedangkan untuk C suatu bilangan riil.  

𝑇(𝐶𝑋) = 𝑇[𝐶(𝑋1, 𝑋2)] = 𝑇[(𝐶𝑋1, 𝐶𝑋2)]  

= (𝐶𝑋1 − 𝐶𝑋2, 𝐶𝑋1 + 𝐶𝑋2)  

= 𝐶(𝑋1 − 𝑋2, 𝑋1 + 𝑋2) =

𝐶𝑇(𝑋1, 𝑋2)  

= 𝐶𝑇(𝑋)  

Contoh: diberikan 𝑇: 𝑅2 → 𝑅2 dengan 𝑇(𝑋1, 𝑋2) =

(𝑋1 + 1, 𝑋2 − 2 )  

Buktikan T tidak transformasi linier.  

Penyelesaian: Misalkan �⃗� = (𝑋1, 𝑋2) dan 𝑌 = (𝑌1, 𝑌2) 

vektor pada 𝑅2  

Maka 𝑇(𝑋 + 𝑌) = 𝑇(𝑋1 + 𝑌1, 𝑋2 + 𝑌2)  

= (𝑋1 + 𝑌1 + 1, 𝑋2 + 𝑌2 −

2)  

Sebaliknya 𝑇(𝑋) + 𝑇(𝑌) = (𝑋1 + 1, 𝑋2 −

2)(𝑌1 + 1, 𝑌2 − 2)  

= 𝑋1 + 𝑌1 +

2, 𝑋2 + 𝑌2 − 4  
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Jadi 𝑇(𝑋 + 𝑌) ≠ 𝑇(𝑋) + 𝑇(𝑌)  

Jika 𝑇: 𝑉 → 𝑊 suatu transformasi linier dimana 

V suatu ruang vektor dengan dimensi terbatas dan 

{𝑉1 ̅̅̅̅ , 𝑉2̅, … , 𝑉�̅�} basis dari V. maka untuk suatu vektor V 

akan berlaku: (�̅�) = {𝐶1𝑉1 ̅̅̅̅ + 𝐶2 𝑉2̅ +⋯+ 𝐶𝑛𝑉�̅�}. 

jika ditetapkan T pada �̅� kita dapatkan:  

𝑇(�̅�) = 𝑇{𝐶1𝑉1 ̅̅̅̅ + 𝐶2 𝑉2̅ +⋯+ 𝐶𝑛𝑉�̅�}  

= 𝐶1𝑇(𝑉1̅) + 𝐶2𝑇(𝑉2̅) + ⋯+ 𝐶𝑛𝑇(𝑉�̅�)  

Hal ini menunjukan jika kita mengetahui 

bagaimana transformasi basis untuk V, maka dapat 

ditentukan transformasi suatu vektor pada V.  

Contoh: misal 𝑇: 𝑅2 → 𝑅2 transformasi linier  

𝑉1̅ = (1, 0) dan 𝑉2̅ = (0, 1) basis pada 𝑅2 dan 

𝑇(𝑉1̅) = (3,−2) dan 𝑇𝑉2̅ = (1, 5)  

Tentukan 𝑇(𝑋) untuk 𝑋 di 𝑅2  

Penyelesaian: misalkan 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2) pada 𝑅2 dengan 

menggunakan basis 𝑉1̅ dan 𝑉2̅ dapat 

ditulis:  

𝑋 = 𝑋1(1, 0) + 𝑋2(0, 1)  

= 𝑋1𝑉1̅ + 𝑋2𝑉2̅  

𝑇(𝑋) = 𝑇(𝑋1𝑉1̅ + 𝑋2𝑉2̅)  
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= 𝑋1𝑇(𝑉1̅) + 𝑋2𝑇(𝑉2̅ )  

= 𝑋1(3,−2) + 𝑋2(1, 5)  

Jadi: 𝑇(𝑋) = 3𝑋1 + 𝑋2 − 2𝑋1 + 5𝑋2  

6.4.1. Beberapa Sifat Transformasi Linier  

Jika 𝑇1: 𝑉 →  𝑊2𝑇2: 𝑉 → 𝑊 transformasi linier:  

1. 𝑇1 = 𝑇2 jika hanya jika 𝑇1(𝑉1̅) = 𝑇2(𝑉2̅) untuk 

semua �̅� di 𝑉  

2. (𝑇1 + 𝑇2)�̅� = 𝑇1(�̅�) + 𝑇2(�̅�)  

3. (𝐶𝑇1)(�̅�) = 𝐶𝑇1(�̅�)  

Contoh: didefinisikan 𝑇1: 𝑅
2  →  𝑅2 dan 𝑇2: 𝑅

2  →  𝑅2 

dengan 𝑇1(𝑋) = 𝐴𝑋 dan 𝑇2(𝑋) = 𝐵𝑋 dengan 










−
=

31

12
A  dan 







 −
=

12

11
B   

Carilah: a. (𝑇1 + 𝑇2)  b. 𝐶𝑇1  

Penyelesaian:  

a. Misalkan �̅� = (𝑋1, 𝑋2) vektor di 𝑅2 

Maka (𝑇1 + 𝑇2)𝑋 = 𝑇1(𝑋) + 𝑇2(𝑋)  

= 𝐴𝑋 + 𝐵𝑋  

= (𝐴 + 𝐵)𝑋  










+
=
















=

21

1

2

1

4

3

41

03

XX

X

X

X
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Maka (𝑇1 + 𝑇2)(𝑋1, 𝑋2) = (3𝑋1, 𝑋1 +

4𝑋2)  

b. (𝐶𝑇1)�̅� = 𝐶𝑇1(�̅�) = 𝐶𝐴𝑋 =

𝐶 








− 31

12









+−

+
=









21

21

2

1

3

2

CXCX

CXCX

X

X
  

Atau (𝐶𝑇1)(𝑋1, 𝑋2) = (2𝐶𝑋1 +

𝐶𝑋2, 𝐶𝑋1 + 3𝐶𝑋2)  

 

6.2. Kernel dan Range  

Untuk suatu transformasi linier 𝑇: 𝑉 → 𝑊, maka 

semua himpunan vektor 𝑇(𝑋) = 0 dimana 𝑥 𝜖 𝑉 

disebut Kernel atau Ruang Nol dan di tulis sebagai 

𝐾𝑒𝑟(𝑇),  

𝐾𝑒𝑟(𝑇) = {𝑥 𝜖 𝑉: 𝑇(𝑥) = 0}  

Sedangkan kesemua vektor 𝑌 untuk 𝑇(𝑥) = 𝑌 

disebut Range T dan dinyatakan dengan 𝑅𝑎𝑔(𝑇),  

𝑅𝑎𝑔(𝑇) = {𝑌 𝜖 𝑉: 𝑇(𝑥) = 𝑌}  

Contoh: dapatkan 𝐾𝑒𝑟(𝑇) dan 𝑅𝑎𝑔(𝑇) untuk 

transformasi linier 𝑇: 𝑅2 → 𝑅2 yang 
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didefinisikan dengan 𝑇(𝑥) = 𝐴𝑥 dimana 










−−
=

21

21
A   

Penyelesaian:  










−−
=

















−−
==

21

21

2

1

2

2

21

21
)(

XX

XX

X

X
AxxT   

Sehingga 𝐾𝑒𝑟(𝑇) + {(𝑋1, 𝑋2) ∈ 𝑅
2: 𝑋1 +

2𝑋2 = 0}  

Misalkan 𝑋2 = 𝑆 maka 𝑋1 = −2𝑆 sehingga 

Penyelesaiannya 𝑋1 + 2𝑋2 = 0 adalah 

(−2𝑆, 𝑆).  

Jika 𝐾𝑒𝑟(𝑇) = {(𝑋1, 𝑋2) ∈ 𝑅
2: 𝑋 =

𝑆 (−2,1), 𝑆 ∈  𝑅 }  

Untuk Range didapat 𝑋1 + 2𝑋2 = 𝑌1  

−2𝑋1 − 2𝑋2 = 𝑌2  

Jika kedua persamaan dijumlahkan maka 

didapat  

𝑌1 + 𝑌2 = 0 untuk 𝑋1 = −𝑆, 𝑋2 = 𝑆  

Jadi 𝑌 = 𝑆(−1, 1)  

𝑅𝑎𝑔(𝑇) == {(𝑌1, 𝑌2) ∈ 𝑅
2: 𝑌 =

𝑆 (−1,1), 𝑆 ∈  𝑅 }  
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Contoh: 𝑅3  →  𝑅3 suatu transformasi linier dengan 

𝑇(𝑥) − 𝐴𝑥 dimana  

















=

153

132

111

A , dapatkan 𝐾𝑒𝑟(𝑇), 𝑅𝑎𝑔(𝑇) dan 

interpretasi semestinya.  

Penyelesaian: 𝐾𝑒𝑟(𝑇) = {𝑋 𝜖 𝑅3: 𝐴𝑋 = 0}  

0

153

132

111

)(

3

2

1

=

































=

X

X

X

xT  

Didapatkan persamaan: 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 = 0  

2𝑋1 + 3𝑋2 + 𝑋3 = 0  

3𝑋1 + 5𝑋2 + 𝑋3 = 0  

dengan operasi baris didapat matriks Augmented 

















−

0000

0110

0201

  

atau 𝑋2 − 𝑋3 = 0 dan 𝑋1 − 2𝑋3 = 0  
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Jika 𝑋3 = 𝑟 maka 𝑋2 = 𝑟 dan 𝑋1 = 2𝑟 sehingga 𝑋 =

𝑟(2, 1, 1)  

Jika 𝐾𝑒𝑟(𝑇) = {𝑋 ∈  𝑅2: 𝑋 = 𝑟(2, 1, 1)} Vektor (2, 1, 1) 

merupakan suatu garis pada 𝑅3.  

Untuk 𝑅𝑎𝑔(𝑇) adalah untuk transformasi 𝑇(𝑥) = 𝑌, 

dari sini didapat persamaan:  

𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 = 𝑌1  

2𝑋1 + 3𝑋2 + 𝑋3 = 𝑌2  

3𝑋1 + 5𝑋2 + 𝑋3 = 𝑌3  

Dengan mereduksi Matriks Augmented dari 

































3

2

1

153

132

111

Y

Y

Y

 didapat 

















+−

−

















−

323

12

1

2

2

000

110

111

YYY

YY

Y

 yang 

berarti 𝑌1 − 2𝑌2 + 𝑌3 = 0  

Misalkan 𝑌3 = 𝑆 dan 𝑌2 = 𝑡 maka 𝑌1 = 2𝑡 − 𝑆  

Dengan demikian 𝑌 = (2𝑡 − 𝑆, 𝑡, 𝑆) = 𝑡(2, 1, 0) +

𝑆 (−1, 0, 1)  

Jadi 𝑅𝑎𝑔(𝑇) = {𝑌 ∈  𝑅3: 𝑌 − 𝑡(2, 1, 0) + 𝑆(−1, 0, 1)}  
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Dari sini terlihat range dari T direntang oleh vektor (2, 

1, 0) dan (-1, 0, 1) dan dimensi 𝑅𝑎𝑔(𝑇) = 2.  Secara 

Geometri range T merupakan bidang 𝑅3.  

 

6.3. Transformasi Orthogonal  

Misalkan suatu pentransformasi dua vektor �⃗� 

dan �⃗� kita dapatkan:  

�⃗� = 𝐴�⃗� dan �⃗⃗⃗� = 𝐴�⃗�  

dengan perkalian skalar didapat:  

�⃗� ∙ �⃗⃗⃗� = �⃗� ∙ �⃗�  

atau 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑤2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝑣𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑤𝑛⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥1⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑥2⃗⃗⃗⃗⃗ ∙

𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑦𝑛⃗⃗⃗⃗⃗  

untuk semua vektor �⃗� dan �⃗�, ini berarti:  

�⃗⃗⃗�𝑇 ∙ �⃗� = (𝐴�⃗�)𝑇 ∙ 𝐴(�⃗�)  

 

Disini kita gunakan transpos �⃗⃗⃗�𝑇 dan �⃗�𝑇 unutk 

menghasilkan vektor baris karena �⃗⃗⃗� dan �⃗� adalah 

vektor kolom.  

Jika �⃗⃗⃗� = �⃗� maka didapat �⃗�𝑇 ∙ �⃗� = �⃗�𝑇 ∙ �⃗� yang 

berarti adanya invariant panjang. Dengan meggunakan 

sifat perkalian matriks kita dapatkan:  
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�⃗⃗⃗�𝑇 ∙ �⃗� = �⃗�𝑇𝐴𝑇𝐴�⃗�𝑇  

jika 𝐴𝑇𝐴 = 𝐼 (matriks satuan/identifikasi) maka:  

�⃗⃗⃗�𝑇 ∙ �⃗� = �⃗�𝑇�⃗�  

ini memberi 𝐴𝑇 = 𝐴−1 yang berarti A orthogonal. Dari 

𝐴𝑇𝐴 = 𝐼 dapat ditulis:  

𝑎∙𝑘 ∙ 𝑎∙𝑗 = 𝛿𝑘𝑗  

Menunjukan bahwa vektor kolom A membentuk 

himpunan orthogonal. Dari sifat komut matriks invers 

juga kita dapatkan:  

𝐴−1𝐴 = 𝐴𝐴−1  

𝐴𝑇𝐴 = 𝐼  

𝑎∙𝑘 ∙ 𝑎∙𝑗 = 𝛿𝑘𝑗  

Membutikan bahwa vektor baris A juga 

membentuk himpunan orthogonal.  

Transformasi seperti yang diterangkan di atas 

merupakan transformasi orthogonal.  

Contoh: misalkan rotasi sumbu z dalam ruang tiga 

dimensi dari (𝑥, 𝑦, 𝑥) ke (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1).  
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Gambar 6.1. Rotasi pada sumbu z 

 

Dari gambar didapat transformasi:  

𝑥1 = 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃  

𝑦1 = 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃  

𝑧1 = 𝑧  

atau 𝑟1 = 𝐴𝑟 . Dimana 𝑟1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

dan 















 −

=

100

0cossin

0sincos





A   

dalam kasus ini kita dapat menghasilkan invers 

dengan cara mengganti 0 dengan – 𝜃 dan didapat:  
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( ) ( )
( ) ( )

















−=

















−−

−−−

=−

100

0cossin

0sincos

100

0cossin

0sincos
1 







A   

sedangkan 

















−=−

100

0cossin

0sincos
1 



A   

Terlihat 𝐴−1 = 𝐴𝑇 yang berarti A orthogonal.  

Selain itu juga didapat det(𝐴) = 1 dan perkalian 𝑎∙𝑘 ∙

𝑎∙𝑗 = 𝛿𝑘𝑗  didapat:  

  1

0

sin

cos

0sincos

0

sin

cos

0

sin

cos

=

















=













































  

dan   0

0

cos

sin

0sincos

0

cos

sin

0

sin

cos

=















−

=















−





























 

Begitu juga untuk 𝑎∙𝑘 ∙ 𝑎∙𝑗 = 𝛿𝑘𝑗 didapat:  

   10sincos0sincos =−−    

   00cossin0sincos =−   

Baris  0sincos  −  dari A adalah 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑧 =

0 yaitu sumbu x dalam sistem (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1). Seperti 
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kolom 

















0

sin

cos





 dari A merupakan sumbu x pada system 

(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1).  

Baris  0sincos  −  dari A (kolom 𝐴1) 

menggambarkan 𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑧1 = 0. Begitu 

seterusnya dimana 𝑥1 diberikan oleh kolom pada 

system (𝑥, 𝑦, 𝑧). Untuk sistem dua dimensi yang 

dirotasikan kita dapat memperkecil A menjadi: 








 −
=





cossin

sincos
A   

Contoh: Carilah matriks yang menggunakan refleksi 

melalui titik asal pada ruang tiga dimensi.  

Penyelesaian: Transformasi refleksi melalui titik asal 

adalah:  

𝑥1 = −𝑥 𝑦1 = −𝑦 𝑧1 = −𝑧  

Maka matriks yang dicari adalah: 

















−

−

−

=

100

010

001

A   
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Dapat dibuktikan bahwa 𝐴−1 = 𝐴 = 𝐴𝑇 

dan |𝐴| = 1.  

Contoh: Carilah matriks refleksi pada bidang 𝑥𝑧  

Penyelesaian: Transformasi titik (𝑥, 𝑦, 𝑧) ke (𝑥1, 𝑦1,

𝑧1) adalah:  

𝑥1 = 𝑥 𝑦1 = 𝑦 𝑧1 = 𝑧  

Jadi 

















−=

100

010

001

A   

Contoh: dapatkan matriks transformasi yang 

dihasilkan dari rotasi sumbu melalui sudut 

𝜃1 dari y ke x di sekitar sumbu z dan diikuti 

rotasi dengan 𝜃2 dari 𝑧1 ke 𝑥1 di sekitar 

sumbu 𝑦1.  

Penyelesaian: Rotasi pertama didapat A (seperti 

contoh sebelumnya):  

𝑟1 = 𝐴𝑟 dimana 















 −

=

100

0cossin

0sincos

11

11





A   
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Rotasi kedua 𝑟11 = 𝐵𝑟1 dengan 















 −

=

22

22

cos0sin

010

sin0cos





B   

Sehingga 𝑟11 = 𝐵𝐴𝑟 dengan  















 −















 −

=

100

0cossin

0sincos

cos0sin

010

sin0cos

11

11

22

22









BA  

















−

−

=

21212

11

21212

cossinsinsinsin

0cossin

sinsincoscoscos







  

Dapat dibuktikan bahwa BA orthogonal 

dan |𝐵𝐴| = 1  

Contoh: Tunjukan rotasi melalui suatu sudut ∅ di 

sekitar suatu sumbu dalam arah vektor satuan 

�⃗⃗� = (cos 𝛼 , cos 𝛽 , cos 𝛾) dapat ditulis sebagai 

diadik:  

∅ = �⃗⃗� �⃗⃗� + (I − �⃗⃗� �⃗⃗�)  cos ∅ + I 𝑥 �⃗⃗�  sin ∅  

Dimana I = ii + jj + kk dan  

𝐼 × �⃗⃗� = (𝑖𝑖 + 𝑗𝑗 + 𝑘𝑘) × (𝑖 cos 𝛼 +

𝑗 cos 𝛽 + 𝑘 cos 𝛾)  
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= (−𝑗𝑘 + 𝑘𝑗) cos 𝛼 + (𝑖𝑘 −

𝑘ℎ) cos 𝛽 + (−𝑖𝑗 + 𝑗𝑖) cos 𝛾  

Diadik ∅ harus fungsi dari �⃗⃗� dan ∅ dan 

memenuhi kondisi:  

a. ∅ ∙ �⃗⃗� = 𝑢  

b. ∅ − 𝐼 untuk ∅ = 0  

c. Jika 𝜔 vektor satuan dan 𝜔 tegak lurus �⃗⃗� 

maka (∅𝜔) ∙ �⃗⃗� = 0 dan (∅�⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗� = cos ∅ 

untuk ∅ = 90°, ∅�⃗⃗⃗� tegak lurus pada �⃗⃗� dan 

�⃗⃗⃗�.  

Perhitungan langsung menunjukan ∅ 

memenuhi kondisi a, b dan c. Dalam bentuk 

matriks ∅ dapat diungkapkan dengan:  



















cossincos

sincoscos..cos)cos1(

cos..coscos..cos)cos1(

sincoscos..cos)cos1(

cossincos

sin..coscos..cos)cos1(

cos..coscos..cos)cos1(

sin..coscos..cos)cos1(

cos..sincos

22

33

32

31

23

22

22

21

13

12

22

11

+=

−−=

−−=

−−=

+=

+−=

+−=

−−=

+=
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6.4. Matriks Transformasi Linier  

Dari pembahasan terdahulu kita telah melihat 

sifat transformasi linier:  

𝐿(𝐶1𝑉1 + 𝐶2𝑉2) = 𝐶1𝐿(𝑉1) + 𝐶2𝐿(𝑉2)  

Dengan 𝐶1 dan 𝐶2 skalar dan 𝑉1,⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑉2⃗⃗ ⃗⃗  adalah vektor 

atau fungsi. Misalkan kita memiliki system kooerdinat 

dengan himpunan ortonormal 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 sebagai 

basis. Dengan menggunakan ini ruang vektor �⃗⃗� dapat 

ditulis dengan:  

�⃗⃗� = ∑𝑉1𝑒1   𝑉1 = Komponen Skalar.  

Vektor 𝐿𝐶1 dapat diekspansi menjadi:  

𝐿𝑒1 = ∑ 𝛾𝑖𝑗𝑒𝑗𝑙 …………………….𝑖 = 1.2.,,,,,,,𝑛  

Kuantitas 𝛾𝑖𝑗 dapat diambil sehingga elemen 

matriks [𝛾𝑖𝑗] dan ini membentuk suatu matriks 

representasi dari operator L dalam suatu koordinat 𝑒𝑖 . 

Elemen matriks ini dapat ditulis:   

𝛾𝑖𝑗 = 𝑒
𝑇(𝐿𝑒𝑗) atau 𝛾𝑖𝑗 = ∫𝑤 𝑒𝑖𝐿𝑒𝑗  𝑑𝑥 

Dimana 𝑤 = suatu fungsi  
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Jika himpunan 𝑒𝑗 tidak dinormalisasi, maka 

persamaan di atas dapat diganti dengan elemen 

diagonal.  

𝛾𝑖𝑖 =
𝑒𝑖(𝐿𝑒𝑖)

𝑒𝑖𝑒𝑖
 

𝛾𝑖𝑖 =
∫𝑤 𝑒𝑖𝐿𝑒𝑗  𝑑𝑥

∫𝑤 𝑒𝑖𝐿𝑒𝑗  𝑑𝑥
 

Ini berhubungan dengan elemen lain: 

𝛾𝑖𝑖 =
𝑒𝑖𝐿𝑒𝑖

(𝑒𝑖𝑒𝑖)(𝑒𝑗𝑒𝑗)
 

Operator yang digunakan dalam mekanika 

kuantum adalah operator linier yang digambar dengan 

suatu matriks. Fungsi-fungsi basis dari Penyelesaian 

Persamaan Schrodinger biasanya merupakan fungsi-

fungsi ortogonal. Maka elemen matriks untuk Operator 

Hamilton adalah: 

𝐻𝑖𝑗 = ∫Ψ𝑖
∗𝐻Ψ𝑗  𝑑𝑥 

Contoh: Dapatkan matriks representasi dari operator 

𝐿 = 𝑑/𝑑𝑥 di ruang yang direntang oleh 

sin 𝑛𝑥 , cos 𝑛𝑥 dalam interval −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋.  

Penyelesaian: Misalkan vektor-vektor ini adalah  
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𝜑1, 𝜑2, 𝜑3, … =
1

√2𝜋
, 0,
cos 𝑥

√𝜋
,
sin 𝑥

√𝜋
,
cos 2𝑥

√𝜋
,
sin 2𝑥

√𝜋
,… 

Kita dapatkan elemen-elemen matriknya adalah:  

𝑎11 = ∫
1

√2𝜋

𝑑

𝑑𝑥

1

√2𝜋

𝑥

−𝑥

𝑑𝑥 = 0, 𝑎12 = 0, 𝑎22 = 0 

Juga 𝑎33 =
1

𝜋
∫ cos 𝑥 

𝑑 cos 𝑥

𝑑𝑥

𝑥

−𝑥

= −
1

𝜋
∫ cos 𝑥 sin 𝑥  𝑑𝑥

𝑥

−𝑥

= 0 

𝑎34 =
1

𝜋
∫ cos 𝑥  

𝑑 sin 𝑥

𝑑𝑥

𝑥

−𝑥

=
1

𝜋
∫ cos2 𝑥 𝑑𝑥

𝑥

−𝑥

= 1 

𝑎33 =
1

𝜋
∫ cos 𝑥  

𝑑 cos 𝑥

𝑑𝑥

𝑥

−𝑥

𝑑𝑥 = 0 

𝑎43 =
1

𝜋
∫ sin 𝑥

𝑑 cos 𝑥

𝑑𝑥
𝑑𝑥

𝑥

−𝑥

= 1 

𝑎44 =
1

𝜋
∫ sin 𝑥

𝑑 sin 𝑥

𝑑𝑥
𝑑𝑥

𝑥

−𝑥

= 0 

Jika dilanjutkan didapat: 
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









−−

−
==

03020000

00000000

00200000

00000100

00000000

00001000

00000000

00000000

L
dx

d
 

Suatu sifat penting dari matriks oertogonal 

adalah tetap ortogonal setelah suatu transformasi 

ortogonal. Misalkan 𝐴 suatu matriks ortogonal dengan 

𝑡  matriks transformasi ortogonal, maka: 

𝐵 = 𝑡−1𝐴𝑡 

𝐵−1 = (𝑡−1𝐴𝑡)−1 = 𝑡−1𝐴𝑡−1 

𝐵𝑇 = (𝑡−1𝐴𝑡)𝑇 = 𝑡𝑇𝐴𝑇(𝑡−1)𝑇 = 𝑡−1𝐴𝑇𝑡 

Karena 𝑡𝑇 = 𝑡−1 dan (𝑡−1)𝑇 = 𝑡, akhirnya karena 

𝐴−1 = 𝐴𝑇 maka 𝐵−1 = 𝐵𝑇. 

 

6.5. Latihan  

1. Tentukan apakah transformasi 𝑇: 𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 → 𝑅𝑖𝑖 

merupakan transformasi linier 

a. 𝑇(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1 + 2𝑥2, 2𝑥1 − 𝑥2) 
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b. 𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑥3, 1) 

c. 𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3, 𝑥1 − 𝑥2) 

2. Jika 𝑇: 𝑅2 → 𝑅3 suatu transformasi linier oleh 

𝑇(1,0) = (1,−1,2), 𝑇(0,1) = (2,1,−1).  buktikan 

𝑇(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1 + 2𝑥2, −𝑥1 + 𝑥2, 2𝑥1 − 𝑥2) 

3. Tentukan 

ker(T) , Reg(T), dimensi Ker(T), dimensi Reg(T). 

a. 𝑇: 𝑅3 → 𝑅3 dengan 𝑇(𝑥) = 𝐴(𝑥) dimana 𝐴 =

[
1 −1 0
0 0 2
2 −1 1

] 

b. 𝑇: 𝑅3 → 𝑅2 dengan 𝑇(𝑥) = 𝐴(𝑥) dimana 𝐴 =

[
1 −1 2
3 3 6

] 

4. Tentukam matriks refleksi melalui bidang yang 

mengandung sumbu 𝑍 dan membuat sudut 30° 

dengan bidang 𝑧, 𝑥.  

5. Tentukan matriks refleksi melalui bidang yang 

mengandung sumbu 𝑍 dan membuat sudut 𝛼 

dengan bidang 𝑥, 𝑧.  
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BAB VII 

NILAI EIGEN DAN VEKTOR 

EIGEN 

 

Deskripsi Singkat 

masalah nilai eigen dan vektor eigen merupakan 

suatu masalah yang sangat penting dalam bidang 

fisika dan teknik. Jika suatu operator dikerja pada 

suatu fungsi akan didapat suatu nilai karakteristik 

dari fungsi itu.  

 

Capaian Pembelajaran 

Mahasiswa diharapkan dapat mengerti memahami 

apa yang dimaksud dengan nilai eigen, vektor 

eigen dan sifat vektor eigen untuk matriks-matriks 

tertentu.  
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7.1. Masalah Nilai Eigen dan Vektor 

Eigen 

Suatu A matriks 𝑛 × 𝑛 mengandung vektor tak 

nol x di 𝑅𝑛 disebut dengan vektor eigen dari A jika Ax 

adalah kelipatan skalar dari x. Hal ini dapat dinyatakan 

dengan persamaan  

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

Dimana 𝜆 suatu skalar yang disebut dengan nilai 

eigen dari A dan x disebut dengan vektor eigen. 

Persamaan di atas dapat ditulis dalam bentuk lain: 

(𝐴 − 𝐼𝜆)𝑥 = 0 

 

Persamaan ini akan memiliki penyelesaian tak 

nol jika: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐼𝜆)𝑥 = 0 

Ini dinamakan persamaan karakteristik. 

Determinan dari (𝐴 − 𝐼𝜆)𝑥 = 0 ini merupakan 

suatu polynomial orde n dan dapat ditulis: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐼𝜆) = 𝑐0𝜆
𝑛 + 𝑐1𝜆

𝑛−1 + 𝑐2𝜆
𝑛−2 +⋯+ 𝑐𝑛 

Dari persamaan karakteristik didapat koefisien 

𝑐1. 
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𝑐0 = (−1)
𝑛−1 

𝑐1 = (−1)
𝑛−1(𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛) 

𝑐𝑛 = 𝐷(0) = det(𝐴) 

Untuk kondisi 𝐷(𝜆) = det(𝐴 − 1𝜆) = 𝑐0𝜆
𝑛 +

𝑐1𝜆
𝑛−1 + 𝑐2𝜆

𝑛−2 +⋯+ 𝑐𝑛 = 0 didapat akar-akar 

persamaan 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 sehingga didapatkan: 

𝑐1 = (−1)
𝑛−1(𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 +⋯+ 𝜆𝑛 

𝑐𝑛 = 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 

Jika kita bandingkan koefisien-koefisien 𝑐𝑖 pada 

persamaan di atas kita dapatkan beberapa sifat nilai 

eigen, diantaranya: 

1. Jumlah dari masing-masing 𝜆 adalah trace dari 

matriks A 

2. Perkalian masing-masing 𝜆 sama dengan det(A). 

Contoh: Carilah nilai eigen untuk 𝐴 = [
3 2
−1 0

] 

Penyelesaian: det(𝐴 − 𝐼) = [
3 − 𝜆 2
−1 −𝜆

] = 0 

𝜆2 − 3𝜆 + 2 = 0 

Dari sini didapat 𝜆 = 1 dan 2. Jadi nilai eigen dari A 

adalah 1 dan 2. 
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Jika nilai 𝜆 dimasukkan kembali kedalam persamaan 

(𝐴 − 𝐼𝜆) = 0, kita akan mendapatkan suatu sistem 

persamaan linier yang homogen. Penyelesaian dari 

sistem persamaan ini akan memberi suatu vektor 

eigen untuk suatu nilai 𝜆. 

Contoh: carilah vektor eigen dari 𝐴 = [
3 −2 0
−2 3 0
0 0 5

] 

 

7.2. Diagonalisasi 

Misalkan A matrik n x n dengan elemen 𝑎𝑖𝑗 dan 

memiliki 𝑛 vektor eigen x yang bebas linier. Vektor 

eigen 𝑥𝑖  berhubungan dengan nilai 𝜆𝑖 sehingga 𝐴𝑥𝑖 =

𝜆𝑥𝑖 . Dalam bentuk matrik dapat kita tuliskan: 

[

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] [

𝑥1𝑖
𝑥2𝑖
𝑥3𝑖
] = 𝜆 [

𝑥1𝑖
𝑥2𝑖
𝑥3𝑖
] 

atau  ∑ 𝑎𝑗𝑘𝑥𝑘𝑖 −𝜆𝑖𝑥𝑘𝑖 

Sekarang kita bentuk matrik P dengan orde 𝑛 × 𝑛 

yang elemen kolomnya adalah vektor 𝑥𝑖 

𝑃 = [𝑥1  𝑥2  𝑥3  …  𝑥𝑛] 
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= [

𝑥11 𝑥12
𝑥21 𝑥22

. 𝑥1𝑛

. 𝑥2𝑛. .
𝑥𝑛1 𝑥𝑛2

.  

. 𝑥𝑛𝑛

] 

dalam bentuk elemen: (𝑃)𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗  

Karena 𝑥𝑖 bebas linier maka P adalah matrik non 

singular yang berarti 𝑃−1 ada. Perkalian antara A 

dengan P akan menghasilkan  suatu matrik diagonal D 

dengan elemen diagonalnya nilai eigen dari A.  

 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷 dengan 𝐷 = [

𝜆1 0
𝑥21 𝜆2

. 0

. 0
. .
0 0

.  

. 𝜆𝑛

] 

Bukti: persamaan 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷 jika dikali dengan P dari 

kiri didapat AP=PD.  

untuk elemen ke-ij ruas kirinya adalah: 

(𝐴𝑃)𝑖𝑗 =∑(𝐴)𝑗𝑘(𝑃)𝑘𝑖

𝑛

𝑘=1

 

=∑𝑎𝑗𝑘𝑥𝑘𝑖

𝑛

𝑘=1

 

= 𝜆𝑖𝑥𝑗𝑖 

untuk ruas kanan didapat: 
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(𝑃𝐷)𝑖𝑗 =∑(𝑃)𝑗𝑘(𝐷)𝑘𝑖

𝑛

𝑘=1

 

=∑𝜆𝑖𝑥𝑘𝑖𝛿𝑘𝑖

𝑛

𝑘=1

 

= 𝜆𝑖𝑥𝑗𝑖 

Jadi terbukti 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷 

Contoh: 𝐴 = [
3 4
1 3

]. Nilai eigen dari A didapat dari 

persamaan [
3 − 𝜆 4
1 3 − 𝜆

] = 0 

(3 − 𝜆)2 − 4 = 0 dan didapat 𝜆 = 1 dan 5. 

Untuk 𝜆 = 1 didapatkan persamaan: 2𝑥1 +

42 = 0 

𝑥1 + 22 = 0 

Persamaan ini memberikan Penyelesaian 

(𝑠(−2,1). berarti untuk 𝜆 = 1 didapatkan vektor eigen 

(-2,1) dengan normalisasi (−2√5, 1/√5). 

Dalam notasi ket Dirac | 〉 dan Bra Dirac 〈 |  dapat 

ditulis: 

|1 〉 = ⌊
−2/√5

1/√5
⌋ dan 〈1 |= ⌊−2/√5 1/√5⌋ 

Untuk 𝜆 = 5 didapatkan vektor eigen (2,1) atau  
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|5 〉 = ⌊
2/√5

1/√5
⌋ dan 〈1 |= ⌊2/√5 1/√5⌋  

Dapat kita lihat: 

〈1 |〈5 | 𝑇 = −
2

5
 

Berarti 〈1| dengan 〈5| tidak ortogonal. 

Untuk 〈1| dan 〈51| merupakan vektor ortogonal 

karena: 

〈1|〈5| = ⟨1|5⟩ = (
1

√5
,
−2

√5
)(

−2

√5
1

√5

) = 0 

⟨1|5⟩ = 0 

Jika vektor Bra dan Ket di atas dibagi dengan 
2

√5
 

didapat: 

〈1| = (
1

2
, −1)  〈5| = (

1

2
, 1) 

Matrik diagonal didapat dengan perkalian 

matrik: 

[

1

2
−1

1

2
1

] [
3 4
1 3

] [
1 1

−
1

2

1

2

] = [
1 0
0 5

] 
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7.3. Vektor Eigen Matrik-matrik 

Komut 

Pada bagian ini kita membahas bagian yang 

sangat penting dalam aljabar matrik, seperti dalam 

mekanika kuantum. Teorema untuk ini menyatakan: 

Dari dua matrik yang komut dapat dicari 

himpunan vektor eigennya.  

Andaikan A dan B matrik 𝑛 × 𝑛 yang komut serta 

dengan lainnya. 

[𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 0 

Pertama, misal 𝜆 nilai eigen dari A yang tidak 

berulang dengan vektor eigen x. 

Jadi 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

dengan mengalikan B didapat: 

𝐵𝐴𝑥 = 𝜆𝐵𝑥 

atau  𝐴(𝐵𝑥) = 𝜆(𝐵𝑥) 

Dari sini terlihat bahwa Bx merupakan  juga 

eigen vektor dari A dengan nilai eigen yang sama. 

Karena x merupakan vektor eigen A yang tidak 

terdegenerasi, maka eigen Bx harus perkalian dari x. 

Jika ditinjau untuk B, kita dapatkan: 
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𝐵𝑥 = 𝜇𝑥 

Dengan nilai 𝜇 nilai eigen dari B untuk vektor 

eigen x. Dapat disimpulkan bahwa jika dua matrik yang 

komuts, setiap suatu dari vektor eigen yang tidak 

terdegenerasi merupakan eigen vektor dari yang lain. 

Bagaimana jika 𝜆 terdegenerasi ? 

Andaikan 𝜆 nilai eigen dari A dengan kelipatan k. 

Ini akan menghasilkan k vektor eigen yang bebas 

linier, katakanlah 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  yang berhubungan 

dengan 𝜆. 

Jadi 𝐴𝑥𝑖 = 𝜆𝑥𝑖 

Seperti langkah sebelumnya dengan mengalikan  

persamaan dengan B didapatkan: 

𝐴(𝐵𝑥𝑖) = 𝜆(𝐵𝑥𝑖) 

Berarti 𝐵𝑥𝑖  juga vektor eigen dari A untuk nilai 

eigen 𝜆. Dapat dikatakan bahwa vektor eigen dari A 

untuk 𝜆 harus kombinasi linier dari vektor eigen 

terdegenerasi dari 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  sehingga: 

𝐵𝑥𝑖 = ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖
𝑛
𝑗=1  dengan 𝐶𝑖𝑗 merupakan suatu 

skalar. 



169 
 

Contoh: dapatkan himpunan vektor eigen untuk dua 

matrik yang komut? 

𝐴 = [
−1 √6 √2

√6 0 √3

√2 √3 −2

] dan 𝐵 =

[
10 √6 −√2

√6 9 √3

−√2 √3 11

] 

Penyelesaian: nilai eigen dari A didapat 3 (tunggal) 

dan -3 (ganda). Untuk 𝜆 = 3 didapat 

vektor eigen 𝑥1 = (√2, √3, 1) 

Karena 𝑥1 vektor eigen tidak terdegenerasi dari 

A, maka dia juga merupakan vektor eigen dari B. 

 

Dapat dibuktikan: 

[
10 √6 −√2

√6 9 √3

−√2 √3 11

] [
−√2

√3
1

] = 12 [
−√2

√3
1

] 

Maka 12 adalah nilai eigen dari B untuk vektor 

eigen 𝑥1 yang sama dengan A. 

untuk 𝜆 = −2 (ganda), didapat 𝑥 = (𝑎, 𝑏, −√2𝑎 −

√3𝑏) 
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dan 𝐵𝑥 = [
10 √6 −√2

√6 9 √3

−√2 √3 11

] [

𝑎
𝑏

−√2𝑎 − √3𝑏
] =

[
12 + 2√6𝑏

6𝑏

−12√2𝑎 − 10√3𝑏

] 

untuk 𝑥 vektor eigen 𝐵 didapat 𝐵𝑥 = 𝜇𝑥 sehingga 

didapat sistem persamaan: 

12𝑎 + 2√6𝑏 = 𝜇𝑥 

6𝑏 = 𝜇𝑥 

−12√2𝑎 − 10√3𝑏 = 𝜇(−√2𝑎 − √3𝑏) 

Persamaan kedua memberikan 𝜇 = 6 atau b=0. 

Untuk b=0 pada persamaan pertama didapat 𝜇 = 12 

dengan a=1, maka vektor eigen pertama adalah: 

𝑥2 = (1,0, −√2) 

untuk 𝜇 = 6 dari persamaan pertama 𝑏 = −
√3𝑎

√2
. Jika 

diambil 𝑎 = √2 maka dihasilkan: 

𝑥2 = (√2,−√3, 1) 

Vektor eigen 𝑥1, 𝑥2, 𝑑𝑎𝑛 𝑥3 adalah vektor eigen 

untuk A dan B. 

 



171 
 

7.4. Bilinier dan Bentuk Kuadrat 

Jika  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 dan  𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 himpunan 2n 

variabel riil atau kompleks, maka: 

𝐵 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

Dengan 𝑎𝑖𝑗 skalar, disebut dengan bentuk 

Bilinier. Untuk x,y vektor kolom A suatu matriks 

dimana: 

𝑥 = {𝑥𝑖}, 𝑦 = {𝑦𝑖}, 𝐴 = ⌊𝑎𝑖𝑗⌋ 

Bentuk Bilinier 𝐵 dapat ditulis: 

𝐵 = 𝑥+𝐴𝑦 

Jika 𝑥 = 𝑦, maka dituliskan 𝑄 = 𝑥+𝐴𝑥 dan 

disebut bentuk kuadratik dari x. 

Contoh: Carilah 𝑥+𝐴𝑦 dan 𝑥+𝐴𝑥 

𝑥 = [
1 + 𝑖
3
2𝑖
] , 𝑦 = [

2 − 𝑖
0
2 + 𝑖

] , 𝐴 = [
3 + 𝑖 0 0
6𝑖 2 + 3𝑖 0
−𝑖 2𝑖 1 − 𝑖

] 

Penyelesaian:  
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𝐵 = 𝑥+𝐴𝑦

= [1 − 𝑖 3 −2𝑖] [
3 + 𝑖 0 0
6𝑖 2 + 3𝑖 0
−𝑖 2𝑖 1 − 𝑖

] [
2 − 𝑖
0

2 + 𝑖
]

= 56 + 22𝑖 

𝑄 = 𝑥+𝐴𝑥

= [1 − 𝑖 3 −2𝑖] [
3 + 𝑖 0 0
6𝑖 2 + 3𝑖 0
−𝑖 2𝑖 1 − 𝑖

] [
1 + 𝑖
3
2𝑖
]

= 38 + 59𝑖 

Jika 𝑥 dan 𝐴 riil, maka bentuk kuadratik dapat ditulis: 

𝑥+𝐴𝑥 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 

atau 𝑥𝑇𝑆𝑥 dimana S matrik simetri. 

Bentuk kuadratik merupakan suatu bilangan 

sehhingga transposnya sama dengan dia sendiri. 

Jadi (𝑥𝑇𝑆𝑥)𝑇 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 

(𝑥𝑇𝐴𝑇𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 

Jika dijumlahkan didapat: 

𝑥𝑇𝐴𝑥 =
1

2
(𝑥𝑇𝐴𝑥 + 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑥) 

−
1

2
𝑥𝑇(𝐴 + 𝐴𝑇)𝑥 =

1

2
(𝐴 + 𝐴𝑇) 

Contoh: carilah 𝑥𝑇𝐴𝑥 untuk 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 
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𝑨 = [
𝟑 −𝟏 𝟓
𝟒 𝟐 −𝟔
𝟗 𝟐 𝟒

] dalam bentuk 𝑥𝑇𝑆𝑥 

dengan S matrik simetri. 

Penyelesaian: bentuk 𝑥𝑇𝐴𝑥 didapatkan hasilnya 

adalah: 

𝑥𝑇𝐴𝑥 = 3𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 4𝑥2
3 + 3𝑥1𝑥2 − 4𝑥2𝑥3 + 14𝑥1𝑥3 

sedangkan 𝑆 =
1

2
(𝐴 + 𝐴𝑇) =

[
3 3/2 7
3/2 2 −2
7 −2 4

] sehingga didapat: 

𝑥𝑇𝑆𝑥 = 3𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 4𝑥2
3 + 3𝑥1𝑥2 − 4𝑥2𝑥3 + 14𝑥1𝑥3 

Jadi 𝑥𝑇𝐴𝑥 = 𝑥𝑇𝑆𝑥 

7.4.1. Bentuk Hermitz 

Jika 𝐻 matrik Hermitz bentuk kuadrat 𝑥+𝐻𝑥 

disebut dengan bentuk hermit. 

Contoh: tunjukkan bahwa untuk x riil atau komplek 

bentuk kuadrat hermit selalu riil. 

Penyelesaian: 𝑄 = 𝑥+𝐻𝑥 

Karena 𝑄 skalar maka 𝑄+ =�̅� sehingga  

𝑄+ = (𝑥+𝐻𝑥)+ 

= 𝑥+𝐻+𝑥 

= 𝑥+𝐻𝑥 
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= 𝑄 

Karena 𝑄 = 𝑄 berarti nilai 𝑄 riil. 

 

7.4.2. Transformasi Sumbu Utama 

Misalkan x dan A adalah: 𝑥 = [
𝑥1
𝑥2
] dan 𝐴 =

[
𝑎 ℎ
ℎ 𝑏

] dengan a, b, dan h bilangan riil. 

Bentuk 𝑥𝑇𝐴𝑥 = 𝑐 merupakan bentuk kuadrat 

dari persmaan 

𝑎𝑥1
2 + 2ℎ𝑥1𝑥2 + 𝑏𝑥2

2 = 𝑐 

Karena 𝐴 matrik simetri maka dia dapat 

didiagonalisasi dengan matrik P sehingga 

𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷 

dengan demikian bentuk kuadrat menjadi: 

𝑥𝑇𝑃𝑃−1𝐴𝑃𝑃−1𝑥 = 𝑐 

(𝑃−1𝑥)𝑇𝐷(𝑃−1𝑥) = 𝑐 

jika dibentuk koordinat baru 𝑦 = 𝑃−1𝑥, maka akan 

dihasilkan: 

𝑦𝑇𝐷𝑦 = 𝑐 

atau 𝜆1𝑦1
2 + 𝜆2𝑦2

2 = 𝑐 
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𝑦1
2

𝑐/𝜆1
+
𝑦2
2

𝑐/𝜆2
= 1 

Persamaan terakhir dapat berupa lingkaran atau 

elips, tergantung pada nilai 𝜆 dan c. 

Contoh: buktikan bahwa 8𝑥2 + 2√2𝑥𝑦 + 7𝑦2 = 3 

menggambarkan sebuah elips, dapatkan juga 

panjang sumbu utama dan arahnya. 

Penyelesaian: persamaan diatas dapat ditulis dengan 

𝑥+𝐴𝑥 = 3 dengan  

𝑥 = [
𝑥
𝑦] dan A= [

8 √2

√2 7
] 

Dari 𝐴 didapat nilai eigen dan vektor eigen yang 

dinormalisasikan sebagai berikut: 

𝜆 = 9𝑥 = (√
2

3
,√
1

3
) 

𝜆 = 6       𝑥 = (√
1

3
, √
2

3
) 

dan 𝑃 =

[
 
 
 √

2

3
, 1/√3

1/√3 −√
2

3
,
]
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Misalkan 𝑦 = [
𝑥′
𝑦′
] = 𝑃−1𝑥, persamaan ini 

memberikan: 

9𝑥′2 + 6𝑦′2 = 3 atau 3𝑥′2 + 2𝑦′2 = 1 

Yang merupakan suatu elips dengan panjang sumbu 

mayor 1/√2 dan sumbu minor 1/√3. Dari persamaan 

𝑦 = 𝑃−1𝑥 didapat: 

𝑦′ =
𝑥

√3
+ 𝑦√2/3 

Jadi arah sumbu mayor membentuk sudut 𝑡𝑔−1(−√2) 

dengan sumbu x. 

 

7.5. Penerapan Pada Kasus Fisika 

Berikut satu kasus untuk memecahkan persamaan 

dinamika pada sistem konduktansi dan hambatan 

seperti gambar 7.1. 
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Gambar 7.1. Tinjauan rangkaian listrik dengan lima 

kapasitor dan empat induktor 

Tinjauan pada setiap titik induktor, diperoleh 

𝐿1𝑞1̈ + 𝐶124 − 𝐶2𝑞2 − 𝐶4𝑞3 + 𝐶345𝑞4 = 0 

𝐿2𝑞2̈ − 𝐶2𝑞1 + 𝐶23𝑞2 − 𝐶3𝑞3 + 𝐶35𝑞4 = 0 

𝐿3𝑞3̈ − 𝐶4𝑞1 + 𝐶3𝑞2 − 𝐶34𝑞3 + 𝐶5𝑞4 = 0 

𝐿4𝑞4̈ + 𝐶5𝑞4 = 0 

Fungsi ansatz yang digunakan adalah 

𝑞𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖𝑒
𝑗𝜔𝑡 

Dengan i=1, 2, 3; dan j = bilangan kompleks bernilai 

√−1 , 𝜔  adalah simpangan pegas. Jika fungsi ini 

didiferensialkan dua kali terhadap waktu maka 

diperoleh 

𝑞�̈�(𝑡) = −𝜔𝑎𝑖𝑒
𝑗𝜔𝑡 

Masukkan hasil diferensial tersebut ke masing-

masing tinjauan setiap titik induktor 

−𝜔2𝐿1𝑎1 + 𝐶124𝑎1 − 𝐶2𝑎2 − 𝐶4𝑎3 + 𝐶345𝑎4 = 0 

−𝜔2𝐿2𝑎2 − 𝐶2𝑎1 + 𝐶23𝑎2 − 𝐶3𝑎3 + 𝐶35𝑎4 = 0 

−𝜔2𝐿3𝑎3 − 𝐶4𝑎1 − 𝐶3𝑎2 − 𝐶34𝑎3 − 𝐶5𝑎4 = 0 

−𝜔2𝐿4𝑎3 + 𝐶5𝑎4 = 0 

Pada kasus sistem kapasitor dan resistor di atas, akan 
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ditentukan masing-masing nilai kapasitor dan 

resistor yang digunakan yaitu 

𝐶1 = 36𝐹; 𝐶2 = 80𝐹; 𝐶3 = 80𝐹; 𝐶4 = 103𝐹; 𝐶5

= 62𝐹  

𝐿1 = 10𝐻; 𝐿2 = 20𝐻; 𝐿3 = 30𝐻; 𝐿4 = 40𝐻 

Masing-masing nilai diatas disubstitusi ke persamaan 

tinjauan setiap titik induktor 

−𝜔2𝐿1𝑎1 + 𝐶124𝑎1 − 𝐶2𝑎2 − 𝐶4𝑎3 + 𝐶345𝑎4 = 0 

−𝜔2𝐿2𝑎2 − 𝐶2𝑎1 + 𝐶23𝑎2 − 𝐶3𝑎3 + 𝐶35𝑎4 = 0 

−𝜔230𝑎3 − 103𝑎1 −−80𝑎2 − 45𝑎3 − 62𝑎4 = 0 

−𝜔240𝑎3 + 62𝑎4 = 0 

Dari empat tinjauan tersebut maka daapt dinyatakan 

dalam bentuk 

−𝜔2𝐴𝑎 + 𝐵𝑎 = 0 

Dengan 

𝐴𝑎 = [

10 0 0 0
0 20 0 0
0 0 30 0
0 0 0 40

]     

𝐵𝑎 = [

20 −80 −103 26
−20 40 −80 35
−103 −80 −45 −62
0 0 0 62

]   
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Hasil matrik Aa dan Ba tersebut akan diinput dalam 

Matlab dengan tujuan untuk menentukan nilai dan 

vektor Eigen  berdasarkan kasus fisika berupa gerak 

osilator dengan lima kapasitor dan empat induktor, 

sehingga diperoleh hasil eksekusi nilainya. 

Berikut hasil running program dapat ditampilkan 

pada jendela command window setelah ditekan F5 

sebagai berikut: 
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7.6. Latihan  

1. carilah nilai eigen dari: a) [
1 2
−2 5

]     

b) [
3 1 0
−1 5 0
0 0 4

] 

2. buktikan nilai eigen dari matrik hermit adalah 

bilangan ril dan vektor eigennya bersifat 

orthogonal. 

3. jika A matriks simetri dan 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 dan 𝐴𝑥 = 𝜆𝑦. 

Buktikan 𝑥𝑇𝐴𝑦 = 0 dan x dengan y ortogonal 

4. buktikan nilai eigen dari matrikdiagonal adalah 

elemen diagonal itu sendiri. 

5. Jika x vektor eigen dari matrik H Hermit dan y 

ortogonal terhadap y, buktikan Hy juga orthogonal 

dengan x. 

6. dapatkan Penyelesaian persamaan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= [
3 2
2 3

] 𝑥 

dimana 𝑥(0) = (1.1) pada 𝑡 = 0. 
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GLOSARIUM 
 

Matriks Adjoin : Dalam matriks 2*2, matriks adjoinnya 

adalah pertukaran elemen-elemen yang 

terletak pada diagonal utama, dan mengalikan 

elemen-elemen yang terletak pada diagonal 

samping dengan -1. Sedangkan dalam matriks 

3*3, matriks adjoinnya merupakan transpose 

dari kofaktor matriks A (KA) t  

Aturan Cramer : rumus untuk menyelesaikan suatu 

sistem persamaan linier dari n variable dengan 

menggunakan determinan.  

Basis : himpunan S disebut basis dari suatu V jika 

memenuhi : S merupakan bebas linear dan S 

merentang V.  

Bebas Linear : dari suatu persamaan vektor yang 

paling tidak memiliki satu langkah 

penyelesaian, maka s dikatakan himpunan yang 

bebas linier. Tetapi apabila tidak ada 

penyelesaian, maka s merupakan suatu 

himpunan yang tak bebas secara linier.  

Diagonalisasi : Sebuah matriks A dapat 

didiagonalisasikan apabila terdapat matriks P 

yang dapat dibalik sehingga berlaku P -1𝐴𝑃 
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merupakan matriks diagonal, dimana matriks P 

dapat dikatakan mendiagonalisasi matriks A.  

Dimensi : dimensi dari ruang vector V adalah 

banyaknya vektor dalam sembarang basis dari 

V. (jika V={0}, maka dimensinya adalah 0).  

Determinan : suatu nilai matriks yang berbentuk 

persegi. Determinan matriks hanya dimiliki 

oleh sebuah matriks yang jumlah kolom dan 

jumlah barisnya sama.  

Ekspansi baris : Dalam determinan suatu matrks, maka 

kofaktor yang dihitung hanya tergantung pada 

baris matriks dan kolom matriks saja. Untuk 

baris disebut sebagai ekspansi baris dan untuk 

kolom disebut sebagai ekspansi kolom.  

Eliminasi : menghilangkan salah satu persamaan dan 

meletakkan kedua persamaan dalam posisi 

urutan yang sama dan membuat salah satu 

variabel untuk memiliki koefisian yang sama 

dengan variabel kedua yang ingin di eliminasi. 

image processing: proses mengolah piksel-

piksel di dalam citra digital untuk tujuan 

tertentu.  

Jangkuan : dari F Ruang Peta (Image) ialah Himpunan 

semua vektor di dalam w yang termasuk 
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bayangan di bawah F dari paling sedikit satu 

vektor di dalam V 

 Kernel : atau biasa disebut juga ruang nol dari F ialah 

himpunan vektor di dalam V yang dipetakan 

Fke dalam 0, Sedangkan penulisannya 

dinyatakan oleh ker (F). 

Koefisien : Bilangan yang memuat suatu variabel pada 

bentuk aljabar.  

Kofaktor : Nilai suatu kofaktor matriks diperoleh 

ketika nilai dari minor diperoleh. Kombinasi 

linier : suatu kondisi dimana vektor – vektor 

yang diberikan pada soal harus memenuhi 

syarat a = K1u + K1v.  

Konstanta : Bilangan tetap 

MATLAB : singkatan dari Matrix Laboratory dan 

merupakan bahasa pemograman tinggi, 

tertutup dan case sensitive didalam lingkungan 

komputasi numerik yang dikembangkan oleh 

Mathworks 

Matriks : kumpulan dari beberapa nilai yang memiliki 

baris dan kolom. Matriks baris : sebuah matriks 

yang hanya memiliki satu baris saja atau tidak 

lebih dari satu baris. 
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Matriks diagonal : sebuah matriks persegi yang jumlah 

baris dan kolomnya sama dan semua elemnnya 

bernilai nol, kecuali elemen – elemen diagonal 

utamanya.  

Matriks echelon : setiap baris yang dimana semua 

unsurnya bernilai nol (apabila ada) maka 

terletak sebuah baris yang mempunyai suatu 

unsur yang bernilai bukan nol. 

Matriks ekivalen : Dua buah matriks A dan matriks B 

dapat dikatakan ekivalensi apabila salah 

satunya diperoleh dari matrik yang lain dengan 

suatu operasi transformasi atau peprindahan 

suatu nilai elementer terhadap baris dan kolom 

suatu matriks.  

Matriks elementer : suatu matriks bujursangkar yang 

dapat diperoleh dari sebuah matriks satuan 

yang sesuai dan menggunakan operasi baris 

elementer.  

Matriks elementer merupakan salah satu metode yang 

dapat digunakan untuk memperoleh hasil 

invers dari suatu matriks.  

Matriks identitas : sebuah matriks persegi yang semua 

elemen diagonal utamanya bernilai satu dan 

elemen lainnya bernilai nol.  
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Matriks Invers : Jika A dan B adalah sebuah matriks 

berbentuk bujur sangkar dan berlaku notasi AB 

= BA = I (I adalah matriks identitas), maka dapat 

dikatakan bahwa A dapat dibalik dengan B, 

sehingga B adalah matriks invers dari A (notasi: 

A–1 ).  

Matriks kolom : matriks yang hanya memiliki satu 

kolom saja atau tidak lebih dari satu kolom.  

Matriks nol : matriks yang setiap elemennya selalu 

bernilai nol.  

Matriks persegi : biasa juga disebut matriks bujur 

sangkar merupakan sebuah matriks yang 

memiliki jumlah baris dan kolomnya sama.  

Matriks segitiga atas : sebuah matriks yang semua 

elemen di bawah diagonal utamanya bernilai 

nol dan berbentuk segitiga berada di atas. 

Matriks segitiga bawah : sebuah matriks yang semua 

elemen di atas diagonal utamanya selalu 

bernilai nol dan berbentuk segitiga berada di 

bawah.  

Matriks skalar : sebuah matriks persegi yang memiliki 

jumlah baris dan kolom sama dan nilai semua 

elemen pada diagonal utamanya sama, tetapi 
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bukan nol dan semua elemen lainnya bernilai 

nol.  

Minor : Apabila A merupakan matriks kuadrat , maka 

minor aij dinyatakan oleh Mij yang dimana 

merupakan submatriks A yang diperoleh 

dengan cara menghilangkan baris ke- I dengan 

kolom ke- j. 

 Nilai Eigen dan Nilai Vektor : Apabila A merupakan 

suatu matriks yang memiliki ordo n x n, 

sehingga dikatakan vektor tak nol yang berada 

pada R n disebut sebagai sebuah vektor eigen 

dari matriks A apabila Ax merupakan suatu 

kelipatan dari skalar x, maka: A x = λ x Dimana 

skalar λ merupakan suatu sebagai nilai eigen 

sedangkan A dan x disebut sebagai sebuah 

vektor eigen yang saling berhubungan dengan 

λ.  

Ordo : perkalian antara baris dan kolom.  

Rank matriks : jumlah maksimum vektor – vektor pada 

baris dan kolom yang bebas linier. 

Substitusi : mengganti salah satu persamaan menjadi 

persamaan yang lain atau membuat salah satu 

persamaan menjadi persamaan x = …. Atau 

persamaan y = …. Dan memasukkan hasil 

persamaan yang sudah diganti ke persamaan 
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yang lainnya. Transformasi linier : Jika f ∶ V → W 

merupakan fungsi suatu ruang dan vektor V ke 

dalam ruang vektor W, maka f disebut 

transformasi linier (pemetaan linier). 

Transpose matriks A : perpindahan antara baris 

menjadi kolom atau kolom menjadi baris. 

Transpose matriks A dinyatakan dengan 

symbol A T .  

Vektor : Sebuah vektor dapat dinyatakan dalam bentuk 

matriks yaitu matriks baris maupun matriks 

kolom dari suatu komponen vektor.  

Variabel : Lambang atau simbol yang mewakili jumlah 

sesuatu (bilangan). 
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Matriks dan Ruang Vektor dalam Fisika dengan 

Aplikasi Program Matlab” dengan segenap 

kemampuan. Buku ini terdiri atas tujuh bab 

yang mengupas teori dasar matriks, Sistem 

Persamaan Linier, determinan, ruang vektor 

sampai pada transformasi linier dan 

perhitungan nilai eigen maupun vektor eigen. 

Buku ini sebagai pegangan dan membantu 

untuk memahami perkuliahan Matriks dan 

Ruang Vektor bagi mahasiswa khususnya, 

yang dilengkapi dengan pengerjaan 

menggunakan program MATLAB dan diperkaya 

dengan penerapan pada konsep fisika. 




